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Vorrede. 


Uie mächtigste Disciplin der modernen Algebra, die Theorie der 
Invarianten und Kovarianten der algebraischen Formen, ist zwar unter 
den Bänden einiger grossen Forscher rasch emporgeblüht, allein kaum 
in die weiteren Kreise der Studierenden gedrungen. Dies liegt vor 
allem daran, dass das Quellenstudium dieses bereits hochentwickelten 
Wissenszweiges durch die eigenartige, in verschiedene Symbole ge- 
kleidete Formelsprache der englischen und deutschen Meister sehr 
erschwert war, und dass keine von dieser Symbolik unabhängige Ein- 
führung existierte, welche die leitenden Ideen dieser Wissenschaft klar 
hervortreten liess. 

Es ist ein Verdienst des Herrn Chevalier F. Faä di Bruno in 
Turin, eines Mitarbeiters an der Theorie zur Zeit ihrer ersten Ent- 
wicklung, eine solche Einführung gegeben zu haben. In seinem im 
Jahre 1876 zu Turin in französischer Sprache erschienenen Werke 
werden die ersten Hauptlehren der Invariantentheorie, gestützt auf 
die Arbeiten von Cayley, Sylvester und Hermite, bis zu den 
neuesten Ideen und Methoden entwickelt, so dass, wenn man etwa 
Clebschs „Binäre Formen“ noch anschliesst, die Übersicht über das 
Gebiet eine vollständige wird. Der Inhalt umfasst zunächst die 
Theorie der symmetrischen Funktionen der Wurzeln einer Gleichung, 
sodann die wesentlichen Eigenschaften der Invarianten und Kovarian- 
ten, die sowohl als Funktionen der Koefficienten, als auch der Wur- 
zeln aufgeführt werden. 

Es sei hier gestattet, einen diesem Werke vorgedruckten Brief 
des Herrn Professor Gordan zu reproduzieren. Derselbe schreibt: 
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Vorwort. 


„Ich habe Gelegenheit gehabt, Ihr Buch über die binären 
Formen zu lesen und habe mich sehr darüber gefreut, denn ich 
finde es wohl geeignet, den Leser mit der Theorie der Invarian- 
ten vertraut zu machen. Der Stoff ist durchsichtet und über- 
sichtlich geordnet, die Darstellung einfach und klar, an vielen 
Stellen elegant. Selbstverständlich können die vielen und ver- 
schiedenen Untersuchungen auf dem Gebiete der neueren Algebra 
darin nicht aufgefuhrt sein, das würde zu weit führen und dem 
Zwecke des Buches widersprechen; aber es führt in die Theorie 
ein und befähigt den Leser, die ihm sonst nur schwer verständ- 
lichen Originalarbeiten selbst zu studieren. 

Sie haben durch dieses Werk der Wissenschaft einen Dienst 
geleistet, welchen sie dankbar anerkennen wird, indem Sie eine 
schmerzlich empfundene Lücke ausfüllten. 29/9. 1875.“ 
Eine weitere Befürwortung ward dem durch Gor dans Namen so 
wohlwollend inaugurierten Werke in einem Referate der „Fortschritte 
der Mathematik, 1876“ durch Herrn Professor Noether in Erlangen 
zu teil, der daselbst schreibt: 

„Zur Einführung in das weite Gebiet der invarianten - theo- 
retischen Forschungen, die in rascher Entwicklung jetzt schon 
alle Zweige der Mathematik durchdringen, hat bisher nur das 
Salmonsche Werk „Algebra etc.“ dienen können. Auch dieses 
ist mehr Hand- als Lehrbuch .... Die hiernach bestehende 
Lücke sucht das vorliegende Lehrbuch auszufüllen. Dem S a lm o n- 
schen Buche gegenüber ist es viel elementarer gehalten, indem 
es sich darauf beschränkt, den Leser nur bis zu den Original- 
arbeiten hin zu geleiten .... Wenn somit, wie diese Inhalts- 
angabe zeigt, auch einige Lücken vorhanden sind, so ist doch 
das Buch, bei dem methodisch geordneten und fast überall sehr 
klar dargestellten Stoff, auch bei uns zu einer Einführung in 
die Disciplin der neueren Algebra sehr wohl geeignet, ins- 
besondere auch für das Selbststudium. Für eine Übersetzung 
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wäre aber zu wünschen, dass die Kapitel 2 und 3 weiter aus- 
geführt würden.“ 

Die hierin angeregte Übertragung des Bruno sehen Buches ward 

/ 

dem Unterzeichneten durch seinen hochverehrten Lehrer, Herrn Professor 

Dr. Noether, selbst angetragen. Allein die ursprünglich projektierte 

•• 

Übertragung gestaltete sich bald zu einer teilweisen Neubearbeitung, 
der Herr Noether im weitesten Umfange seine wohlwollende Unter- 
stützung, sowohl durch fortlaufende Bemerkungen, als durch einzelne 
grössere Zusätze, gewährte. 

Der erste Abschnitt, der die symmetrischen Funktionen der Wur- 
zeln einer Gleichung behandelt, konnte aus dem Original ziemlich ge- 
treu übertragen werden und waren die hierin vorgenommenen Ände- 
derungen mehr redaktioneller Natur. Die diesem Abschnitte bei- 
gegebenen Tafeln der symmetrischen Funktionen stehen unter Verant- 
wortlichkeit des Verfassers. 

Dagegen erfuhr der Abschnitt über die Resultante und Diskri- 
minante eine wesentliche Erweiterung. Denn wenn auch eine Reihe 
von neueren Arbeiten — und man findet dieselben im Literaturver- 
zeichnis angegeben — über die Behandlung des Falles mehrerer ge- 
meinsamer Lösungen zweier Gleichungen existieren, so war doch eine 
von der naturgemässen Methode des grössten gemeinsamen Divisors 
ausgehende Darstellung, die zugleich völlig streng und konzis wäre, 
erwünscht. Eine solche enthält, nach einer Mitteilung des Herrn 
Noether (Sommer 1880), der § 5, Nr. 7 — 13. 

Mit Berücksichtigung neuerer Arbeiten von Gordan und Sylvester 
erhielten ferner einzelne Paragraphen des fünften Abschnittes Zusätze, 
insbesondere der § 19 über simultane Kovarianten. Die Theorie der 
kubischen und biquadratischen Gleichungen wurde im Anschlüsse an 
die Darstellung Clebschs in seinen „Binären Formen“ umgearbeitet 
und für die biquadratische Gleichung von Herrn Noether die bisher 
noch Mangelhaften Invariantenkriterien zur Untersuchung der Fälle 
von vier realen und von vier komplexen Wurzeln richtig gestellt. 
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Vorwort. 


Endlich erfuhren Neubearbeitungen die §§ 21, 22 des sechsten 
und §§ 25, 26 des siebenten Abschnitts. Insbesondere wurden in § 25 
die von .Brioschi gegebenen „ charakteristischen u Differentialgleichun- 
gen für die Resultante und Diskriminante auf ihren Zusammenhang 
und ihre Definitionseigenschaft hin von Herrn Noether untersucht. 

Die Tabellen der Invarianten und Kovarianten der Formen dritter, 
vierter und fünfter Ordnung (die Formen sechster Ordnung glaubte 
der Bearbeiter ausschliessen zu müssen), sowie der simultanen Formen 
sind mit wenigen Ausnahmen sämtlich neu berechnet worden und 
stehen unter Verantwortlichkeit des Bearbeiters. Das Literaturver- 
zeichnis wurde wesentlich vermehrt und in den grundlegenden Arbeiten 
zugleich historisch geordnet. 

Möge denn das Buch, das eine auch in der deutschen mathemati- 
schen Literatur „schmerzlich empfundene Lücke“ auszufüllen sucht, 
in der vorliegenden, wesentlich verbesserten Gestalt sich rasch in den 
Kreisen der Studierenden wohlwollenden Eingang verschaffen. 

Büdingen, am 16. Juli 1881. 


Dr, Walter. 
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Erster Abschnitt. 


Symmetrische Funktionen der Wurzeln einer Gleichung. 


§ 1. Die Eigenschaften symmetrischer Funktionen. 


I 


1. Die Wurzeln der Gleichung w 4 ® 11 Grades 

1) f(x) = a 0 a? n + a x x n " _1 + . . . + a n == 0 

seien a 2 , . .., a n . Funktionen derselben, die sich durch keine Ver- 
tauschung der Wurzeln ändern, heissen symmetrisch. Alle ganzen, 
symmetrischen Funktionen können aus einfacheren symmetrischen Funk- 
tionen additiv zusammengesetzt werden. Diese einfachsten Typen 
der ganzen symmetrischen Funktionen von a n a 2 , . a n gehen aus 
einem Produkt ganzer Potenzen dieser Wurzeln durch Permutation 
hervor und haben alle die Form 

2) <p h = «/> «/»... g/*, 


wo das Summenzeichen alle Kombinationen zu k der Indices 1, 2, ..., n 
umfasst und k die Anzahl der in jedem einzelnen Glied der Summe 
enthaltenen Wurzeln angiebt. 

Für jo x == = . . . — jp* = 1 gelten die bekannten Beziehungen 


2*- 


<h 

a, 


= •••» 2«! «*...«*= (- i)*~- 


Für k= 1 hat (p die Form 


3) tp -= a t p + a/ + . . . + aj> = Za p 

und heisst die Potenzsumme der Wurzeln. Sie soll im folgenden 
symbolisch durch s p bezeichnet werden. Insbesondere gelten die Be- 
ziehungen 

a t 

« 0 = n, $!=--• 

Uq 

2. Die Potenzsumme der Wurzeln s p ist eine ganze Funk- 
tion der Koefficienten a 0 , ..., a n und kann als Determinante 
p ten Grades geschrieben werden: 

Faä de Bruno, Theorie der binären Formen. 


1 
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4 ) 


tiï 


«1 

a 0 

0 

0 

20 g 

«i 

«0 

• 

• 

0 - 1)^-1 

• 

dp — 2 

• • 

dp — g 

• 

«0 

pa p 

dp - 1 

d p — 2 

«i 


Diese Determinante folgt unmittelbar aus den Newtonschen 
Identitäten* 

a o s i + 1 • «i 0 

# 

a 0 S 8 + a l S l +2Os=0 

5) l «0*8 + a ij s 1 + 3a s = 0 

I » » • 

d 0 s p + a 1 s p ^ 1 + . . . +pa p = 0, 

die durch Vergleichung gleich hoher Potenzen von x in den beiden 
Ausdrucken für f f (x) abgeleitet werden können, nämlich aus 

6) f ( x ) = na 0 x n ~ l + (n — 1) a x x n ~ 2 + . . . + a„_i 


und 


f'(p)--ß^r+ — + 


7 ) 

' ' ' ' x — x — a„ 

Umgekehrt kann auch der Koefficient a f durch die s t - ausgedrückt 
werden: 

0 . 0 

2 

• • (i-l) 


8) (— 1)*‘ l . 2 . . . i . a i = a 0 


1 

S 2 Sj 


Si Si—! Si — 2 


In anderer Weise ist die Potenzsumme der Wurzeln von Waring** 
durch die Koefficienten ausgedrückt worden, nämlich durch die Formel 

’ p P \ aJ2j 77 (A,) . . . 77 (A„) 0 1 " ’ 

wenn man sich der Bezeichnung 

77 (^) = 1 . 2 ... ft, 77 (0) = 1 

bedient. Das Summenzeichen umfasst alle ganzen nicht negativen 
Werte der Exponenten A 0 , ..., A n , die den Bedingungen' genügen 


10 ) 


Ä 0 + + • • . + =p 


Aj “J“ 2^ ”f - . . n YlX n ~JP» 

Für a 0 =l lautet die Waringsche Formel 


n\ STT ( — IV 1 77 (Aj + . . . + — 1) , , 

11) 77 (AJ... 77 (A n ) 0,1 


* Newton Arithm. univers, edit. s’Gravesande p. 192. 

** Waring Mise, analyt. 1762, und Medit. algebr. 1770 pag. 226. 
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Beweis der Waringschen Formel. Man bilde den Ausdruck 


12 ) 


/'(*) n , s i , « s p ■ 

f(x) 


1 


wonach s p der Koefficient von ^_j_ 1 in der Entwicklung der Funktion 

f (x) n 
f(x) X 

nach steigenden Potenzen von ~ wird. Diese Funktion ist 


13) 


y*f/\ -| + 2 — + . . . + W ~~~i 

f (x) n 1 x x"— 1 


f(x) x 


.2 




Setzt man — — y, so liefert die Taylorsche Reihe für den Koefficienten 

x 

von y p+1 den Ausdruck 


14) 


s p = 




dy* 


_-JP_ 

n(p) ' 

Zar Berechnung der Ableitung 

dP 


%(a 0 + Oiÿ + ...)l 

I y=0. 


dyp 


benutzen wir den folgenden Satz:* 

Sei <p als Funktion von « und x selbst als Funktion von y 
durch die Gleichung 

x = 4>(y) 

gegeben, so ist 


15) 


n(m) 


Z^tp 

W l n(kj...n(k m ) 


d‘J<p ( t// ( 1p ff 

dxë'\ï) \ÎT2/ " VTÏwj = 




wo die Summe alle ganzen nicht negativen Werte von ç , 
ij, . .., k m umfasst, die den Gleichungen 


16) 


I Q = “f" ^2 + • • • + k m 

1 tw — k± %k% wik 


genügen. 

So lässt sich z. B. 




d 9( P ä . fl/i f 3 I q v V' . -f .f 

dy* dx 3 


darstellen in der Form 


* Bruno Ann. di Tortolini 1865. 


1 * 
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^ ( 8 ) 

êy* £ n (k t ) n (k,) n (k ,) 


^ Ipt / ip" \** ^ ip fft 

VT/ Al 72/ VI. 2. 3/ 


unter den Voraussetzungen 

9 = 1, 2, 3 

+ & 3 = 9 

“f- 2 Ä/g “I" 3 Äg = 3 . 

Für 9 = 3 ist ^ = 3, Äg = 0, & 3 = 0, 

9 = 2 „ Äj = 1 , &2 = 1 , ^3 = 

9 === 1 ,, ^ s== 0 , k g ” ^ 7 ^3 ” 1 • 


Um die Formel 15) zu beweisen, machen wir den Schluss von 

dQcp 


dxQ 


m auf m+1. Differentiiert man 15) nach y, so geht zunächst 
"1 w 

über in k Q geht * n 0 + 1, \ in &i + l über. Ferner 


geht tp®^* durch Differentiation nach y über in h ~ 1 . Während 

also der Exponent von ip^ sich um die Einheit erniedrigt, steigt der 
Exponent von V++ 1 * um eine Einheit, so dass die Summe der bei- 
den Exponenten immer den Wert &,• + &,•+ 1 behält. Die erste der 
Gleichungen 16) behält also ihre Giltigkeit. Dass auch die zweite 
Gleichung 16) erfüllt bleibt, erhellt aus den Identitäten 


wi -f* 1 = k x -f- 1 -f- 2 k 3 + . . . -f- wik m , 

m+l==k 1 + 2k, + . . . + i (ki — 1) + (i + 1) (ÄV-fi + 1) + . . . + mk m — 

— k x + 2k, + • • • + iki + (i + 1 ) i + . • . + fnk m — i + i 4- 1 , 

*W+l=Ä 1 +2Äs| + ... + »l (km — 1) + (*w + 1) kjn + i = 

= k x -\- 2k, wi k m — tu -f - wi "4~ 1 , 
weil = 1 ist. 

Die Koefficienten bestimmen sich durch Betrachtung besonderer 
Fälle. Nimmt man z. B. die beiden Funktionen 

17) <p(x) = x e , x = îp(y) = a 0 + a 1 y + . .., 


so ist der Koefficient von y m von der Form 


18) 


5s 


(k 0 )...u(k m y° 


\ &{\ ° • • • ö/y/ 1 


m 


unter den Voraussetzungen 
19) 


| Ä 0 + k x + . . . + k 


0 


k x 4- 2k, + . . • + nik m = m. 

Die Taylorsche Reihe liefert für denselben Koefficienten den Aus- 


druck 
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"> nk -rr‘ ~ m ' 2* 1 1 9 Q - *) • ••• <* • - 1 > + *) ■ v ■ ■ • ■ • • 

...(1 .2)**. (1 .2.3)*»... 

unter den Voraussetzungen 

[ k 0 — 0 — q 

^ + • • • — Q 

k 0 + +...==0 

Durch Gleichsetzung der Eoefficienten 18) und 20) ist identisch 

J7(Ö) 


21 ) 


p 0(0 — l) . . . (0 — q + 1) 

n(m) ~IlQc 0 )...TI(k m y 


und, wenn man bedenkt, dass 


0(0—1). ..(0-p+l) = 


so hat man 

22) 


n ( 0 ) . n (K) 

n(K) 


c= 


n (m) 


n(k 0 )...n(k m )‘ 

Setzen wir nun in diesem Theorem 

23) <p = logx , x = il>(if) = a 0 + a 1 y + 
wobei 

so liefert 14) sogleich die Waringsche Formel 9). 

Anmerkung 1. Multipliciert man die Gleichung 12) mit dx und 
integriert, so kommt ^a 0 =l, 

24) 


S * ÿ + S *y_+...+ ^ l 0 g(l +ai y + ^^^l 0 g(M 

P X 


1 * 2 

Schreibt man f(x) in der Form 
25) f{x) = (x — af) (x — «g) . . . , 


so ist 


w Ç =%(i - 5) +%(i - 5) + - 

und, wenn a Q nicht = 1, 

% -Jr - % «o + *0 ( x - J) + • • • » 

was wiederum die Formel 24) liefert. 
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Anmerkung 2. Wenn a 0 =^a l = .. = 1, so ist s p = — 1, weil 

— afc • {£ «* i=iU- sÎFïî 

3. Die symmetrische Funktion <p kann als Funktion der 
Potenzsummen s ausgedrückt werden. 

Für (p hat man der Reihe nach die Werte 

26) — 27«**— ^ 

Aus s Pz £ a x Pi = £ a x Pi + £ a x Pi +** folgt 

27) 9>s = -£ «/' «/ 2 = s Pl Sp, - Sp, +p , = (>,p 2 ) * 

Nun ist ferner 

s Pa £ cc x Pi a 2 p * = £ a x Pl aj?*cc 3 p * + £ a t Pi a 2 p * -f- £ a t Pi a 2 p *+ p *, 

woraus 

£ a t p L a 2 p * a 3 p » = s Pt £ a t Pl a 2 ^ — £ a x pi + p * u 2 p * — £ a 2 p * +*>» 

und zufolge der Formel 27) 

28) <p 8 = s Pl SfrS P3 — s Pl s Pi + Pi — s Pi s Pa -\- Pl s Pa s Pl + Ä + 1 • 2 . s Pl + p, ^(PiAPs) 

Ferner hat man 


£ a x Pi . . . a± p * = s Pi £ a x Pi a 2 p * a 9 p * — £ a x Pi a 2 p * cc 3 p * + p * — £ a x Pi a 2 p<i + p * a 9 p » — 

— £ cc x Pi +*< a 2 p * a 3 P>, 

woraus 


29) 9> 4 


und ferner 




( 5 i>l +l>2 5 i>» S i>4 + S P 2 +^a 5 P4 5 Pl + S Pi+P* S Pl S P2 + 

4" s p 4 +Pi 5 Pi s i>») + 1*2. + •••) + 

4“ (ßpi -\-Pi $Pi +P 4 4” • • •) 1.2.3. s Pl _j_p 2 -\~ Pi -f~i >4 (.PiPsPsPÙ^ 


^) ( Pö == s Pi • " s Ps E s Pl 4 - Ä s Pi s Pi s Pi + 1 . 2 £ s Pl + P2 + Pl s Pi s Pi + 

+ £ Spx+toSpi+pAi — 1.2.3 £s Pl +..,+ Pa s Ps — 

— 1.2. £ + 1 . 2 . 3 . 4 £sp l + mmm + Pt = 

“(AAAAA)» 

wo die Summen alle Produkte, die durch Kombination von ...,jp ö 
gebildet werden können, umfassen. 

Allgemein findet man 


31) ?>* = Sp t 2* «x p ‘ • • • «rix 1 - 2* «1 A +P * « 2 Ä • • • «T-x 


«i pi «Z 1 +p * «/* • • • «fc* - +p ‘ . 


* Die Abkürzung ^ a^i a 8 Pa a 8 P» . . . = (PiPsPs . . •) rührt von Cayley her. 
Vergl. die in den Phil. Trans. 1867 enthaltene Abhandlung: A memoir on the 
Symmetrie functions of the roots of an équation. 
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Setzt man qp*_i als bekannt voraus, so kann qp* nach 31) be- 
rechnet werden, denn man hat nur die Indices p 2 , ..., p k —i be- 
züglich in Px + Pk, Ps + Pk, Pk— \ + Pk zu verwandeln, um alle 
Glieder von qp* zu erhalten. In gleicher Weise kann qp*__ i aus 
qp* — 2j • <Ps a*^s qp 2 , qp 2 aus berechnet werden. Aus qp n qp 2 , qp 3 , * 

qp 4 , qp 6 , deren Werte oben angegeben worden sind, können also alle 
übrigen qp mit höherem Index berechnet werden. 

Auf Grund vorstehender Betrachtungen sind wir im Stande, die 
allgemeine Form des Ausdrucks qp als Funktion von Si aufzustellen. 
Fassen wir aus der Reihe der h Exponenten j deren ifc 2 , ... 
so zusammen, dass immer 

k^ -f- k 2 -f* . . . = k 

ist und bezeichnen wir die Summe der k ly k 2) ... Exponenten bezüglich 
durch A*,, A* s , ...; sei ferner 

32) ^j k s k kl s * ki ••• 

die Summe aller Produkte von s, die man erhält, wenn man in den 
Indices A* t , A* 2 , ... alle von einander verschiedenen Exponenten der 
Reihe ..., p k bez. zu & 2 , ... kombiniert. Alsdann ist qp ein 
Aggregat solcher Summen, deren jede mit einem numerischen Eoeffi- 
cienten versehen ist. Für jedes Glied dieser Summen muss die Be- 
dingung erfüllt sein 

33) A* x + A* a + . . . = p x + . . . + Pk'-i 

denn ersetzt man die Wurzeln a durch pa, so tritt zu jedem Glied 
der Summen der Faktor - 

pft + +Pk 

und zwar auf beiden Seiten der Gleichung qp = 27(s). 

Bestimmung der Koefficienten. Um die Koefficienten in dem 
Ausdruck für qp zu bestimmen, bemerke man zunächst, dass, wenn * 
A k —i der Eoefficient von 6^4 -.... in qp*_i ist, der Eoefficient des 
entsprechenden Gliedes in qp* gleich ist 

— (i — 1) A k ~ i. 

Dieses Glied ist das einzige, wo im Index ein Exponent 

hinzugekommen ist; alle anderen Glieder von qp* haben in den Indices 
höchstens ebensoviel Exponenten als die Glieder von qp*_ 1, haben also 
auch dieselben Zahlenkoefficienten. Ebenso stimmen die Eoefficienten 

in qp* 1 mit denen in qp*_ 2 überein, bis auf den Eoefficienten von 

Sp,4-.. 4-^_ 1 , wo im Index ein Exponent mehr steht als in dem ent- 
sprechenden Glied von qp* 2 und wo der Eoefficient — (k — 2) mal so 

viel als der Eoefficient von $ir 1 4-...-|-j>*-8 in qp* — 2 beträgt u. s. w. 
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Aus der Bildung der Koefficienten lassen sich so folgende Schlüsse 
ziehen: 

a) die Koefficienten ändern sich nur, wenn die Zahl der Expo- 
nenten im Index sich ändert; sie bleiben dieselben, sobald 
die Zahl der Exponenten im Index unverändert bleibt; 

b) geht die Punktion (pk—i in qp* über, so kommt im Index von 

ein Exponent hinzu. Bei diesem Übergang erhält 
der Koefficient dieses Gliedes den Faktor — (Je — 1). So oft 
also der Index um einen fc ten Exponenten wächst, gewinnt der 
Koefficient dieses Gliedes den Faktor — (k — 1). Also ist der 
Koefficient des Gliedes ...+ Pk (— l)*“ 1 (k— 1) (Je — 2) ...2. 1 
oder (— l)*"“ 1 77 (Je — 1) mal dem Koefficienten von = s Pl , 
der 1 ist. 

Der Koefficient des Produkts 

S h 1 s h t * * • 

ist unter den obigen Voraussetzungen gleich 

(- 77 - 1) . 77 (fc 2 - 1) . . . , 

so dass <p von der Form ist 

34) <p = 2 k( ~~ ^~ a • & - 1) # ft - 0 - 2* ^ * V • • » 

wo 6 die Anzahl der Gruppen k u k 2f ... bedeutet, in welche Je geteilt 
worden ist. 

Sind unter den Zahlen & 19 ft 2 , ... ft einander gleich, so muss die 
rechte Seite der Formel 34) noch durch 77 (ft) dividiert werden. 

Nachdem <p als Funktion von s* dargestellt worden ist, wird man 
die Werte von s 1 , s 2 , ... mit Hilfe der' Waringschen Formel durch 
die Koefficienten der Gleichung ausdrücken. Also kann (p schliesslich 
0 durch die Koefficienten der vorgelegten Gleichung angegeben werden. 

Die Formeln für s p 4) und 11) sind bis auf eine Potenz von — — ganze 

Üq 

Funktionen der a t . Setzt man daher a 0 = 1, so gilt der Satz: 

Jede ganze symmetrische Funktion der Wurzeln einer 
Gleichung lässt sich als ganze Funktion der Koefficienten 
der Gleichung darstellen. 

4. Die Function <p kann symbolisch in Form einer 
Determinante geschrieben werden, nämlich 

s Pi s (pi) s {pi) 
s (Pi) s Pi s (p<i) 
s (Pz) s ( Pt) s ih • • ! 
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wenn nach Ausrechnung der Determinante die symbolischen 
Produkte $( Ä ) S( A ) . in s pi+p*+ .- verwandelt werden; z. B. 


9>2 = 




s (pi) 


’PI 


S PI S P* S PI +p* ? 


% 


9>4 = 



Sp 1 

^(Pl) 

S (PI ) 



= 

s (p*) s pt 


— S PI 

Sp 2 Sp 3 £ 


s (pi) 

s (p a) 

S P» 




S PI 

s (pi) 

s (pi) 

s (pi) 



s (p%) S P1 

s (p*) 

5 (Pa) 



s (p») 

s (pi) 

s p t 

S (Pa) 



s (pj s (p*) 

s (pj 

S P* 




s p-t 

s (îh) 

S (A) 



Sp, 

s (p>) 

S P> 

S (A) 

s (p*) 



s (pt) 

s (pt) 

S P4 




S (PI ) 

S (PI ) 

S (Pl) 


+ S CP.) 


5 (p 2 ) 

S (A) 

s (p 4 ) 



s (p*) 

s (p 4 ) 

«P4 




Sp* 





S PI 


S Pz 


5 (p 2 ) 





Sp 4 




S (PI ) 





s (p a ) 


Sp* 


s (pi) 





s Pi 



S P a 5 Pi +Pz +1*2.^ -f p 2 


s (pi) 

s (p a) 

s (Pi) 

5 Pa 

5 (Pa) 

5 (Pi) 


S <Pi) 

S P* 

S (P*) 

S (Pi) 

S (Pi) 

S Pi 

S P* 


S (Pi) 

S (P») 

S P* 

S (Pi) 

S (Pr) 

S (p>) 


+ 


’P* 


S (Pi ) 




J Pt 


Man bemerkt leicht, dass das dritte Glied dieser Partialent- 
wicblung aus dem zweiten durch Vertauschung von p 2 mit p^ das 
vierte aus dem dritten durch Vertauschung von p 3 mit p± folgt. Die 
Berechmmg ergiebt den Ausdrtick 

9>4 = s Pl (s Pi s Pi s Pi — s Pi s Pt s Pi s Pi _|_ Ä — s Pi $ Pi + P3 + 2 s Pa _|_ i>a +p 4 ) 


s (pJ ( s (Pi) s p» s i 

s (i>») ( s (j>i) s Pi s p* 




s (Pi) s p* +p* s Pi s Pi +p 4 s p* s Pi +Pi "h % Sp t +p t -fiO 

s (Pi) s Pi -\-p* s Pi s Pi " 4 ~ Pi s Pi s Pi +Pi “h 2 s Pl + Pl -fV 4 ) 

s (Pi) s Pz+Pi s Pz s Pi +p* s Pi s Pi +Pi “h 2sp 4 +p a +p a ) ~- 

$Pi s Pi s Pi { S Pi s Pz s Pi- hf>4 “I“ s Pz S P* s Pi-hPi “h S Pt Sp A S Pl +p 2 + S Pi S Pl Spj-fp,) + 


s (p*) ( s {pi) S P1 S P» 


+ 2 (s Pl + s Pi s Pl + Pa + P ^ + s Pi s^+fr+p* + s Pi s Pl +p*+ Pi ) + 

+ (s Pl 4- p 2 S Ps -I -p 4 + S Pl _|_ Ä s pi _|_p 4 + S Pl -j- A S Pi 4-^3 ) 1 . 2 . 3 5p 1 -f Pi 4-p, +iJ 4 • 

Wie aus <p 3 die Formel fur qp 4 , so folgt aus <p*_i die Formel für 
qp*, indem man die Determinante <p* nach Unterdeterminanten einer 
Reihe entwickelt. Sobald dem Index ein Exponent zugefugt wird, 
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wechselt das Zeichen und der neue Ausdruck erhält den Faktor 
Je — \ u. s. w. 


Anmerkung 1. Der Ausdruck 34) führt auf eine bemerkens- 
werte Beziehung; es ist nämlich 

d(fk 


8s h, 

oder 


=2* (- i)*'- 1 n (K - 1 ) . (- • n (k 2 — i) .. .2* %.• • • 


36) 

Um <pk—k x zu erhalten, lasse man die Faktoren in <p* weg, in denen 
die Exponenten des Index Vorkommen; z. B. 


d<Pö 


1.2. (s Pl s Pi ) — 1 • 2 . 


dSpt+Pt+Ps 

wo fa^Ps+Pt+Pz, fc = 5, ^ = 3, Je — Jc 1 = 2 ist; 


^8 


s i s & 


2s 4 =^ «*<% - y 1 a x 




9>4 


> 4 * 


Sind zwei oder mehr Indices Ä* 2 , ... numerisch gleich, so müssen 
auf der rechten Seite der Gleichung 36) ebensoviel gleiche Glieder in 
(Pk-kn <Pk-k 2 , ... hinzugefügt werden. 

Anmerkung 2. Um unter der Voraussetzung, dass Je lt fc 2 , ... 

von einander verschieden sind, die Anzahl N der Glieder von sx k Si k ... 
zu finden, hat man zu setzen 



n(k ) n(k-k 1 ) 

n(k t ) nQc-kj ' /7(& 2 ) n 
n(k) 

n(k 1 )n(k i )...‘‘ 


n (je — k 1 — fc 2 ) 

n^nQc-ic^icz-ics)''' 


wenn man durch 



den Ausdruck 


m (m — 1) . . . (m — (i + 1) 

1 .2... ft 


bezeich- 


net. Denn nehmen wir irgend ein Glied der Summe heraus, so ist 
der Index des ersten Faktors eine Kombination Grades der Je Ex- 
ponenten^, ..., p kf der Index des zweiten Faktors eine Kombination 
& 2 ten Grades der Je — Je x noch übrigen Exponenten, der Index des dritten 
Faktors eine Kombination Je g 1 *“ Grades der Je — Je t — Je 2 noch übrigen 
Exponenten u. s. w. 
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Wenn aber in der Reihe der Zahlen & 2 , Td x Zahlen gleich 
\ werden, so wird sich die Reihe der Indices A* 1? A* 2 , ... 77(fc' 1 )mal 
wiederholen, so dass die Anzahl N noch durch 77 zu dividieren ist. 

Sind allgemein in der Reihe der Zahlen £ 1} Jc 2} ... Ü 1 Zahlen 
gleich k lt Jd 2 Zahlen gleich & 2 , Je f 3 Zahlen gleich & 8 , ..., so reduciert sich 
die Zahl N auf 


38) 


N 


unter der Bedingung 


n(k) 

n 'Q^ft a (W * ... 77 (j/ t ) n (k ' 2 ) . . . 


Jd x k x + Jd$ i 2 + . . . = Je. 


Ist Pi=P 2 s = - -“J, so vereinfacht sich der Ausdruck 34) für <p. 
Zunächst reducieren sich in dem Ausdruck 


alle Glieder auf 


• * * 

S*'. s*'* 


und die Summe selbst geht über in 

n(k) 


k\ k\ 
S, 2 


77 Qtf'i 77 Qtf * ... 77 Q/ t ) 77 ( k f 2 ) . . . ** *** ’ ' ’ 

Da nun Je Exponenten einander gleich geworden sind, so muss 
der Ausdruck für <p noch durch 77 (Je) dividiert werden. Man hat also 

(- 1 ) l- ° n (k§f \ . . n ( ä / j ) .. ; ••• 

39 ) 9 = 2* 1 ^ _ ° 77 (^j) 77 Q/j. 7. Cxf) Gf) 

unter den Bedingungen 

Je = ä/j ifej “|- Jd 2 k 2 “f • • • 

Die Formel 39) kann dazu dienen, die a< als Funktionen 
der Si auszudrücken. Für a 0 = 1 hat man die bekannte Beziehung 


«* = (— 1)*^* «i 

und man erhält den Wert für a k aus 39), wenn man darin p = 1, 
Äj=l, & 2 = 1, ..., Jd 1 =^X ly Jd 2 = l 2 , ... setzt. Es ergiebt sich so 

( — l)*i +■•• + ** /SiV 1 /s k \* k 

a ^2 k i kï^.7im\v -W 

unter der Bedingung 



Aj -j- 2? A 2 -|- . . . -}- k A* ^ 
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Zum Beispiel: 


°s 

«4 


1 

1.2.3 

1 

1 . 2 . 3. 4 


Si® + 


1 5 2 



S 1 25 2 + ¥ 5 1 S 3 + 


1 

2*.2 Sa 


2 


T S 4 


U. S. W. 


Diese Formeln stimmen mit den aus den Newtonschen Identitäten 
gewonnenen Determinanten überein, nämlich (vergl. Formel 8) 


(-!)• 




1.2 



a A = 


_ j-i 1 


4 1.2. 3. 4 


°8 

s 4 


(- l ) 8 Sl 

«s 12 3 

s z 


0 0 
2 0 
s 1 3 
s 2 s 1 


y U. S. W. 


1 

5 2 


0 

2 


Anmerkung 3. Wenn in der Funktion k lx k 21 ... Wurzel- 
exponenten einander gleich sind, so ist die Summe der Zahlen- 
koefficienten in <p* 

(— 1 )* . n (k) 
n(k i )n(k 2 )../ 

Denn setzt man a 0 = a 1 = ... = 1^ so geht <p* in die Summe seiner 
Koefficienten über; die Grössen 5 nehmen sämtlich den Wert — 1 
an, wie sich durch Einsetzen der Werte a 0 =l, — 1, 03 = 1, ... 

in die Determinante 4) unmittelbar ergiebt. Also ist das Zeichen der 
Koefficienten von g> bestimmt durch (— = 1)*, und der 

Wert von <p k ist nur abhängig von k. Setzt man in 34) s f = — 1, 
so ist 

<p k = — k<p k - 1 

qp*-i = — (& — l)qp*-2 


<p k = (- 1)* . & (& — 1) . 2 . 1 == (-- 1)* . 77 (&). 

Sind aber in <p k k x Exponenten gleich p x , k 2 Exponenten gleich 
p 2 u. s. w., so muss die rechte Seite offenbar noch durch 77 Qc x ) 77 (k 2 ) ... 
dividiert werden. 

Beispiele. Die Funktionen 
£a^a 2x Ea x a 2 a 2 , Ea x 2 a 2 2 a 31 E cefa^a^ E 
reducieren sich unter den gemachten Voraussetzungen auf 
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1.2.3 


2 «1 2 «2 » (- l) 2 . 1 . 2 = 2- 2V« 2 «, = (- l) 8 = - 3 , 

£ ttfafa, = (- l) s 1 ^~ 3,2; «t'a,*«, a 4 = (- 1) 4 ^ ' g 

2; a 1 *a î 2 «3*a 4 « 5 a 6 a 7 = (- l) 7 jf^yjyÿ 35. 


Die Berechnung der symmetrischen Funktionen der Wurzeln einer 
Gleichung mit Hilfe der Summen s, die man durch die Waringsche 
Formel als Funktionen der Koefficienten darstellen kann, ist noch 
sehr umständlich, was überhaupt immer eintritt, sobald man von 
den Summen s Gebrauch macht. Denn die Ausrechnung wird da- 
durch unnötig verlängert, dass in diesen Darstellungen eine grosse 
Anzahl von Gliedern auftritt, die sich schliesslich wegheben. Führen 
wir z. B. die Berechnung der symmetrischen Funktion Ua x 2 a 2 2 a 3 (a 0 = 1) 
nach der angegebenen Methode durch. Man hat, weil zwei Exponenten 
einander gleich sind, <p 3 = 2 £ u x a 2 a 3 = s x $ 2 — s x s± — 2s 2 s 3 + 2s 0 . Für 
$i, s 2 , ... sind die Werte einzusetzen 


s x = — a x , s 2 =°a 1 2 — 2a 2 , s 3 = — + %a x a 2 — 3a 3 , 

h = a i “ 4a 1 2 a 2 + 4a 1 a 3 + 2a 2 2 — 4 a 4 , 

s 5 = — a x 5 + ba x 3 a 2 — ba x a 2 — ba^a 3 + 5a A a 4 + ba^a^ — ba h . 

Die Ausrechnung ergiebt 

2Ja x 2 a 2 a 3 = — a 2 a 3 + 3 a x a± — ba 6 . 


Die vier ersten Glieder von s 4 und s 5 , die zwei ersten von s s und 
das erste Glied von s 2 kommen im Resultat gar nicht mehr vor, haben 
also die Ausrechnung nur erschwert. 

Der folgende Satz von Caylfcy und Sylvester (Philosoph. 
Magazine 1853)*, von dem ein einfacher Beweis von Bruno (Annali 
di Tortolini 1855) gegeben worden ist, gestattet jedoch die symine- . 
trische Funktion direkt durch die Koefficienten auszudrücken. 

5. Ist die symmetrische Funktion <p als Funktion der 
Koefficienten ausgedrückt, nämlich 

41) <p = £cc x Pi a 2 p 2 . . . = EC . a x Xi a 2 x * . . . , 

so ist der Grad der letzteren gleich dem höchsten Exponen- 
ten der Reihe p XJ p 2) ... Die Exponenten k X) k 2y ... genügen 
der Gleichung 


* „On Mr. Cayley’s inpromptu démonstration of the rule for determining at 
sight the degree of anj symmetrical function of the roots of an équation expressed 
in terms of the' coefficients“. 
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42) l.A 1 + 2 A 2 +...=|> 1 +i >2 + “- == Summe^er Wurzelexponenten. 

• 

Zum Beweis dieses Satzes gehen wir von der Bemerkung aus, 
dass die Koefficienten einer Gleichung lineare Funktionen einer Wurzel 
derselben sind. Der Koefficient a t hat nämlich die Form 

43) cii — biCCk + Ci , 

wo 6 t -, Ci Funktionen der übrigen Wurzeln sind, die a*, das willkür- 
lich aus der Reihe der Wurzeln herausgenommen wird^ nicht mehr 
enthalten. 

Ersetzt man nun in der Funktion 

(jp = EC.a^a ^ . . . a n x n 

die Koefficienten a 1? ..., a n durch Ausdrücke von der Form 
so erhält man 

44) (p = «/*...= Z? (7 (b x a k + c x )^ . . . (b n a k + c n )*», 

wo der höchste Exponent von a k gleich ist dem grössten Wert der 
Summe k x + k 2 + . . . + A n , der wiederum gleich ist dem grössten Wert 
der Reihe p 2 , ..., der mit P bezeichnet werden soll. Die Summe 
+ A 2 + . . . + stellt aber den Grad von in Bezug auf die 
Koefficienten dar; also ist der Grad der Funktion (a)* gleich dem 
höchsten Exponenten der gegebenen Wurzelfunktion. 

Dass die Exponenten k 19 X 2 , ... der Gleichung 42) genügen, wird 
folgendermassen bewiesen: Setzt man an Stelle der Wurzeln a 2 , ..., 
bezüglich pa 2 , ..., so geht qp über in gleichzeitig 

ändern die Koefficienten a 19 a 2 , ... ihre Werte in ^ 

Q&lf ^ q a 3 , ... 

Folglich erhält jedes Glied der Funktion tp(a) den Faktor 
Aus der Identität 

€p . Q Pi + * • • = <p . çh + + . . . 

folgt unmittelbar die Gleichung 42). 

Anmerkung. Die Funktion k x + 2L 2 + ... + nX n) d. h. die Summe 
der Produkte der Exponenten mit den Indices der Koefficienten, welche 
in einem Glied des Ausdrucks einer Funktion <p ( a ) enthalten sind, 
spielt eine grosse Rolle in den folgenden Entwicklungen. Sie soll 
das Gewicht der Funktion genannt werden. 


* qp (a) bedeutet qp als Funktion der Koefficienten, qp (a) als Funktion der 
Wurzeln, qp (s) als Funktion der Potenzsummen. 
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Eine Funktion, deren Glieder konstantes Gewicht haben, 
heisst nach Cayley isobariseh. 

Die Funktion <p (a) ist also isobarisch und vom Gewicht 
A +A + • • • 5 ebenso die Funktion q>(s). 

Betrachten wir z. B. die symmetrische Funktion Ea^a r Der 
höchste Exponent ist P=3, die Summe der Exponenten ^+^=3+1=4. 
Also ist die Funktion der Koefficienten, durch welche Ea t s a 2 dar- 
gestellt wird, vom Grade 3, isobarisch und vom Gewicht 4. Sie 
hat die Form 

Aa^a 2 + Ba x a^ + Ca 2 2 + Da 4 . 

Es handelt sich nun zunächst um die Bestimmung der Koefficienten 
A , P, (7, D. Kennt man die Summen s als Funktionen der a t , so 
lassen sich die Koefficienten leicht dadurch bestimmen, dass man die 
Glieder weglässt, deren Grad den dritten übersteigt. Dies hätte z. B. 
geschehen müssen bei der oben durchgeführten Berechnung der Funk- 
tion Ea^a^a^ die bezüglich der Koefficienten vom zweiten Grade ist. 

Man kann auch irgendwelche Gleichungen benutzen, deren Wur- 
zeln bekannt sind, etwa 

x 2 — 2 = 0 , x 2 — 2 # + 1 = 0 , x s — Sx 2 + 3 # — 1 = 0 , x^ — 2x 2 + 1 = 0 , 
aus denen die Bedingungsgleichungen folgen 

<7= — 2, 4 A + C=2, 27A + 3B + 9C=6 , D + 4C=-4, 

woraus 

-4 = 1, P = -l, C== — 2, D = 4. 

Es ist also 

E = a x 2 a 2 — a x a 3 — 2a 2 + 4a 4 . 

Wird a 0 von 1 verschieden vorausgesetzt, so ist allgemein 

45) v-Q-Y £Ca 0 W'---<* l n ”, 

und man hat den vorigen Satz in der Form: 

Die Funktion <p ist bezüglich der Koefficienten bis auf 
eine Potenz von a 0 homogen und vom Grade P, isobarisch 
und vom Gewicht + . .. 

6. Man kann umgekehrt die Koefficienten und die Aggre- 
gate der Koefficienten durch die symmetrischen Funktionen 
der Wurzeln ausdrücken. 

In diesem Falle kann der höchste Exponent in den sym- 
metrischen Funktionen der Wurzeln die Anzahl der Koeffi- 
cienten, die in dem betreffenden Aggregat Vorkommen, nicht 
überschreiten, und die Anzahl der Wurzeln in den symme- 
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trischen Funktionen ist höchstens dem Gewicht des Aggre- 
gates gleich.* 

Man kann diesen Satz daraus folgern, dass die Eoefficienten der 
Gleichung lineare Funktionen jeder Wurzel sind. So sei 

das gegebene Koefficientenaggregat, P=p 1 + 2p 2 + . .. + Jcp k das Ge- 
wicht desselben, so hat man die Relation 

. . . a Pk — (— 1 ) p (£ (2- «j a 2 ) Pa . . . (2? a x . . . a k) Pk . 

* 

Entwickelt man aber die Produkte, so tritt in dem entwickelten Aus- 
druck eine Wurzel nur so oft auf, als sie in allen Summen vorkommt, 
und ausserdem sind beide Ausdrücke isobarisch, was die erwähnte 
Eigenschaft liefert. 

Beispiele: 

a) Gewicht = 1. 

— a 1 = £ a x . 

b) Gewicht = 2. 

(X > 2 == £ cc 2 
a 2 = £ a 2 + 2 2J a x a 2 . 

c) Gewicht = 3. 

— - a 3 = £a x a 2 a s 

— a x a 2 = £a 2 a 2 + 3 Ha x a 2 a % 

— O'i =*= 2 «i 8 + 3 £ cc x 2 a 2 + 6 ^£a x a 2 a 2 . 

d) Gewicht = 4. 
a 4 = Z’a 1 a 2 a 3 a 4 

a x a 3 = £ a 2 a 2 a 3 + 4 £ a x cc 2 a s a 4 
a 2 2 = £a x 2 a 2 2 + 2 E a 2 a 2 a % + 6 E a x a 2 a % a x 
a 2 a 2 = Ea x a 2 + 2 Ea 2 a 2 + 5 Ea 2 a 2 a% + 12 Ea x a 2 a z a± 

Ea^ + A Ea x 3 a 2 + 6 Ea 2 a 2 + 12 Ea x 2 a 2 a 3 + 24 E^a^a^a^ 

u. s. w. 

In jeder Gruppe der vorstehenden Gleichungen müssen, da beide 
Teile isobarisch sind, ebensoviel von einander verschiedene Wurzel- 
aggregate Vorkommen, als auf der linken Seite Aggregate von Koeffi- 
cienten, d. h. so viele, als die Anzahl der in jeder Gruppe vorhandenen 
Gleichungen beträgt. Jede Gruppe liefert also ein System linearer 
Gleichungen für die verschiedenen Funktionen ç>(a), das jede Funk- 
tion <p(a) von gegebenem Gewicht zu berechnen gestattet; z. B. 

* Diesen Satz verdankt man Cayley, Phil. Trans. 1857 pag. 490 und 491 . 
Man hätte daraus den Satz 5 . ableiten können. 


§ 1. Die Eigenschaften symmetrischer Funktionen. 
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Za^tta a 


8 


^ a i «2 = — a t a 2 + 3a s 

ZJa^ = — a 1 8 + 3a 1 « 2 — 3a 8 , u. s. w. 

7. Zur Berechnung der symmetrischen Funktion £g> (a x ) } wo g> (a x ) 
eine ganze rationale Funktion einer Wurzel a x bedeutet, dient 
der folgende Satz von Cauchy:* 4 

Die symmetrische Funktion U (a t ) der sämtlichen 
Wurzeln einer Gleichung /'(#) = 0 ist gleich dem Koefficienten 
von xr' in der Entwicklung von 

CSÈ. w ( X ) 

Beweis. Setzt man 

<P (%) = 6i(x ) . (x — ai) + tp (a t ) , 

so folgt aus 

fix) 1 1 


die Gleichung 

n*) 


f(*) 


x — a< 


+ 


x — a 


+ . . . 


2 


46 ) '-Æ\ • »(*) - *(*) + + -.. = tl>(x) + lzq> («,) + ..., 


f(x) 


x — a. 


x — a, 


2 


x 


wo 4>(x) eine ganze Funktion von x bedeutet. 
Anmerkung 1. Setzt man 

9(«i)== 

so folgt aus Formel 14) 

47) £q)(a ± ) = — Z!b k 

und setzt man symbolisch 

so kommt 


Je 


n (k) 


dy 1 


l°9 ( a o + «iÿ + •••) I 

* «I-* 


y=o? 


kb k = B k , 


48) 2<p(*i) — - log (a 0 + a x B + a 2 B* + . . .) , 

worin nach Ausführung der Operationen B k wieder in Jcb k zu ver- 
wandeln ist. 

Anmerkung 2. Die vorstehenden Formeln genügen zur Be- 
rechnung jeder symmetrischen Funktion der Wurzeln. Meyer Hirsch 
hat in seiner Sammlung von Aufgaben aus der Theorie der alge- 
braischen Gleichungen bereits im Jahre 1809 mit geringeren Hilfs- 


* Dieser Satz wird vielfach Tr an son zugeschrieben. (Nouv. Ann. de Math, 
t. 9.) Die Priorität gébührt jèdoch Cauchy, der denselben bereits 1826 (Exerc. 
de Math.) als speciellen Fall seiner Formeln des Residuen -Kalküls behandelt. 
Faà de Bruno, Theorie der binftren Formen. 2 
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mittein als sie die vorstehenden Formeln bieten, alle symmetrischen 
Funktionen bis zum zehnten Grad berechnet. Allein besonders seit 
den Arbeiten von Cayley und Brioschi sind wir im Stande mit 
Hilfe neuer Eigenschaften der symmetrischen Funktionen auf rascherem 
und sichererem Weg zum Ziel zu gelangen.* Diese Eigenschaften 
sollen nun entwickelt werden. 


§ 2. Partielle Differentialgleichungen, denen die symmetrischen 

9 

Funktionen der Wurzeln einer Gleichung genügen. 

1. Die symmetrische Funktion <p, einerseits als Funktion 
der Koefficienten, anderseits als Funktion der Potenzsummen 
betrachtet, genügt der partiellen Differentialgleichung 


i) 


^+«,^- + «^ + ... + «„-^ + ^ = 0. 


da k ' da/c+i ' da k +2 ' ' " *da n ' ds t 

Beweis. Nach den Regeln der Differentialrechnung ist 


2 ) 

3 ) 


d(p dq> da t dq> dd 2 dq> da n 

+ — '— + ••• + 


dSk dd t dSk dd 2 dSk 


dtti düi da* , da,i da 9 , 

- - 1 +^- L -7T^ + .-.+ 


da n c s k ’ 

dcti da n 


dSk 


da t dSk da 2 dsi 


da n ds k 


Ferner ist 


da,i 


4 ) — = di — i + Ui — 2 + Ui — 3 ax 2 + ... + % a£ 2 + «i* 

denn der Koefficient a t hängt linear von den Wurzeln ab, also kommt 

d d' d d 

in die Wurzel ax nicht mehr vor und — ist die Kombination 
dax dax 

der übrigen Wurzeln zu i — 1. Entwickelt man daher die Gleichung 

/■(*) 


so ist 


ddi 


x — ax 


= 0 , 


dax 

; (-1)‘ 
mlt (_ i ~ 


der Koefficient von #*— c*— 1 ) d. h. von #*■“* multipliziert 

1. 


* Die Abhandlung Cayley’s Phil. Trans. 1857 p. 489. A memoir on the 
Symmetrie fonctions u. s w. enthält die Tabellen von Meyer Hirsch (5); sowie 
von ihm selbst neu entworfene Tabellen ( a ). Beide umfassen die symmetrischen 
Funktionen bis zum zehnten Grad incl. 

Brio sc hi, Annali di Tortolini t. 5, 1854: „sulle funzioni simmetriche delle 
radici di un’ equazione“. 
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Setzen wir die Werte für •••> in die Gleichung 3) 


ein, so kommt 
da { 


da 1 dct 2 


ÖCC n 


5) 


ds k 




detf, 

dSk 


+ . . . + «,<•-* ji k +^<- 1 


d<*n 

ds k 


wo die Summen alle ganzzahligen Werte von ^ von 1 bis n umfassen. 
Diese Summen können durch die Ableitungen der Grössen s n s 2 , 

Si nach s* ersetzt werden. Denn es wird 


d &fi _ds 1 
ds k ds k 


2* 


da. 


* 


asj 


dSk dSk 


da u 1 a* 


Z " ds t ~ i 


also 


-r - — J 


ds k 


6 ) 


ddi 


ds 1 


as* a<_, as i 


4* i a i —» H - 4 *i— s + • • • 


ds k 


... | . 


a 


dSk 

dSi — i . 1 as,- 


+ — 


i — 1 1 as* ^ i ds k 

Für i > k verschwinden alle Ableitungen — dieses Ausdrucks 6) 

() S () €t ■ 

bis auf - — = 1 , und die Ableitung nimmt die einfache Form an 


ds k 


ds k 

da i 1 


Für i = Jc ist 1 und 


dSk 


1 

k 


Für i<Ä verschwinden alle Ableitungen und es ist 

ddi 


ds k 


-0. 


3 (X 

Führen wir diese Werte für ^ in die Gleichung 2) ein, so geht 

, v s* 

dieselbe unmittelbar in die zu beweisende Gleichung 1) über. 

Anmerkung. Multipliziert man die Gleichung 4) mit o erteilt 
A alle Werte von 1 bis n und summiert, so kommt 


2* 
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7) (“*- 1 + a i-i “a + 1 + ••• + a i“j + ' 2 + °7 +1 *) '= 


Sa/ 


= 5^4-i—i + i_2 + ... + ö| — 1 Sp. 


Diese Formel 7) dient zur Berechnung von <p, wenn dasselbe die 
Form hat 

8) 9 = E a 2 • • • a * > 


wo alle Wurzeln mit Ausnahme einer einzigen linear Vorkommen. 

Man kann aber diese Formel 7) auch direkt ableiten, denn man 
hat die Identität 

E a 2 ... • + 22 a^^ 1 a i ... a,-_|_i, 


wo das zweite Glied rechts i + 1 Wurzeln enthält. Daraus folgt aber 



2 «i a 2 . . . 


y* 1 
CK. 


«c 


l 2 ?a 1 2 « 2 .. 


ft* Sfi — 1 ( 1) * a% 22 ci 2 ... CC{ i 

...a,-^-i= ! S / u_2 (~ l) , + 1 a,-fi — E €ff^~ x a 2 ... «^2 
. (— a /<+ *_ 2 — (fi + i — 1) Ea t . . . 




Multipliziert man die Gleichungen dieses Systems abwechselnd mit + 1 , 
— 1 , ... und addiert, so ist 


E «f • • • a i — ( — 1 )* { fy — l a i + fy — 2 1 + ••• + — 2 + 

+ 0 * + i — 1 ) ®/M+i— 1 } 


und mit Berücksichtigung der Newtonschen Identitäten (§ 1,6) 
E CC£ CC 2 . . . CCi ( 1) (ß/^-{-i — 1 “f“ -f- » — 2 “f“ • • • "I" ö* — l) ; 

was die obige Formel 7) ist. 

Beispiele. 

£a*cc 2 = (- l ) 3 (s 6 + s 5 - a t s 4 

2 ; «^« 2 a 3 = (- l ) 4 (ßfj + a x s e + a 2 s 0 ) = s 1 + a 1 s Q + a 2 s b 
E a*u 2 a 3 a 4 = (- l) ß (s 9 + a ± s B + a 2 s 7 + a s s 6 ) 

E a 1 7 a 2 « 8 « 4 a 5 = (— !) 6 0*11 + « 1*10 + Ü 2 S 9 + « 8 S 8 + a 4 S 7 )‘ 

Die Newtonschen Identitäten liefern endlich 


£ CC± & 2 == ö^2 S3 “I“ $3 S 2 “h ^4^1 “f" öttg 

. ^ a l 5a 2 Ä 3 = ^3^4 ^4^3 ®5^2 ^6^1 ^ 

U. S. W. 

2. Bezeichnet man die Summe der Exponenten der in 9 
enthaltenen Wurzeln mit p, so kann 9 durch die Deter- 
minante dargestellt werden: 
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10 ) 


i>9 


0 

«1 

2 fltj 

3 a 2 t . 

pa p 

dtp 

d 

1 

«1 

# 2 . 

dp — 1 

9 d<P 
ds 2 

0 

1 

«1 

dp — 2 

0 09 > 

0 

0 

1 

dp -3 

d 9 

*e Sp 

0 

0 

« 

0 

l 


Beweis. Da <p(a u a 2 , . .., a„) isobarisch und vom Gewicht p 
ist, so hat man 

<x n ) = <p(k 1 d 1 , k 2 a 2 , A*a„); 

also durch Differentiation nach A, wenn man nachher A = 1 setzt, die 
folgende Gleichung 

ii) 

Ferner ist 1 ) 
dtp 




da; 




da*_|. 


2 


d du d S 


woraus ein System von p Gleichungen gebildet werden kann, wenn 
man für A der Reihe nach die Werte 1, 2 , ..., p einsetzt, nämlich 



dq> 

da x 



dtp 

da 2 " 

dtp 

0 a* ‘ 

d 9 d 9 

■ + a *~ l da p + d h 

+ ^däfdSt 


dtp dtp 

ddp *ds p 


= 0 

= 0 

• • 

= 0 . 


Bestimmt man aus diesem System die Werte von 


dq> 


dtp 


ddi dd p 

und führt dieselben in 11) ein, so ergiebt sich p(p in der Form 10). 


Anmerkung. Eine besondere Vereinfachung der Rechnung wird 
durch Anwendung von 10) nicht erreicht, weil sich diese Formel von 
der in § 1 aufgestellten Formel 34) nur der Form nach unterscheidet. 

Dagegen kann das in 1 ) zusammengefasste System partieller 
Differentialgleichungen 12) mit Vorteil zur Bestimmung der numeri- 
schen Koefficienten von 9 verwandt werden, sobald man die symme- 
trische Funktion auf Grund der entwickelten Eigenschaften als Funk- 
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tion der Koefficienten a u . .., a n in unbestimmter Form an- 
geschrieben hat. Zur Erläuterung diene das folgende Beispiel, das, 
wie die beiden vorstehenden Sätze, einer Abhandlung von Brioschi 
in Tortolinis Annalen 1854 entnommen ist. 

Es soll die symmetrische Funktion 

9 > = 2 cc^cc 2 s a 3 

durch die Koefficienten a lf ... ausgedrückt werden. 

Die allgemeine Form von tp ist 

<p Aa^a b + Ba*a & + Ca x *a 2 a 4 + Da*a^ + Ea + Fa^a t a h + 

+ Ga ± a 3 a 4 + Ha 1 a 2 *ag + Ja 2 a 6 + Ka 2 a 4 + La s a b + Ma 2 a s 2 + 

+ Na* -f- Pa s . 

Zur Bestimmung der Koefficienten A , J8, ... dient das System 
partieller Differentialgleichungen 



Die partiellen 
der Formel 


Ableitungen 


d tp dtp 
ds s ’ ds 4 > 


... können leicht mit Hilfe 


tp ^3 ^4 S * S385 ^ s 7 -j - 2 s 8 


bestimmt werden. Es ergeben sich die Werte 

dtp 


d s s 

d tp 

ds 4 
d tp 
ds 5 

d tp 

ds 7 
d tp 
d Sq 


= s 1 s 4 — s 5 = Ea^tx, 


2 


= s 1 s 3 — 2s 4 = E a*a 2 — E 
= Sg— E ccj* 

= — s ± = — E 


= 2. 


X 


§ 2. Partielle Differentialgleichungen etc. 
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Mit Benutzung der Tabellen erhält man das System von Bedin- 
gungsgleichungen 


A + C- 3 = 0, 
F+B+K+9 = 0, 
B+C+F+2 0 = 0, 
22R-P+32-0, 
E+F+J- 15 = 0, 

woraus 

A*= 4, P = — 9, C= 


B + 22) C? + 3 = 0, 
J'+P + 2Jlf- 15 = 0, 
E G L — 20 = 0, 
.4 — 4 = 0, 

P + P+ 7 = 0, 

-1, D 2, P=9, 


P + G + 22V-3 = 0, 
L + P+ 15 = 0, 
K+J — 16 = 0, 

^4 + P + 5 = 0 , 
P+16 = 0, 


P=- 10, 6f = 10, 

1 , J = 16, ^=0, i = l, Jf=-1, N-S, P= — 16. 

Die betrachtete symmetrische Funktion lautet also 

« 

<p = 4a 1 3 a 6 — 9»!^^ — a x 2 a 2 a 4 — 2a 1 2 a 8 2 + 9a x a 7 — 10 a x a 2 a b + 

+ \&a t a^a z + a 2 a 6 + a 8 a 6 — a 2 a 8 2 — 8a 4 2 — 16a 8 . 

3. Die Funktion <p, als Funktion der Potenzsummen 5 
betrachtet, genügt der partiellen Differentialgleichung 

13) 


P 9 = s i fr + 2 % I? + • • • +P * — 


ds 1 


ds, 


2 


0 «, 


Beweis. Multipliziert man die Gleichungen des Systems 12) be- 
züglich mit s l9 s 2 , s p und addiert die so vorbereiteten Gleichungen 
zu 11), so erhält man 


(<tl + + ( 2 <V + «i«i+ %) ^ + • • • + «ifj + fj+ • • • 


P<P 


und hieraus im Verein mit den Newtonschen Identitäten unmittelbar 
die Gleichung 13). Dieselbe liefert unabhängig von dem § 1,3 be- 
wiesenen Satz den Nachweis, dass die Funktion tp auch bezüglich 
der Potenzsumnten isobarisch ist, unter der Voraussetzung, dass sie 
diese Eigenschaft für die Koeffieienten a bereits besitzt. Man braucht 
zu diesem Nachweise nur auf die unbestimmt geschriebene Form tp' 
die Gleichung 13) anzuwenden. 

4. Die Funktion tp , einerseits als Funktion der Wurzeln, 
anderseits als Funktion der Koeffieienten betrachtet, genügt 
der partiellen Differentialgleichung 


14) 


V dtp dtp , n . . dtp 

— Wt 21 + (n — l)a x — + . . . + 0»-i 


jLj da* da ^ 

Beweis. Die Identität 


2 


da n 


dtp dtp da x dtp da 2 dtp da n 

T7- , 7-‘+-.+ 


dcck da>i dttk dö 2 d«* 


da n deck 


dCL{ 


liefert im Verein mit dem Ausdruck für 4) die Gleichung 
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- 1^- = I? + 1? («i + «t) + («2 + «i«*+ «**) + 


da* da x da 2 

dtp 


+ ... + T (öt n __i+ ^n— 2«A+ ••• + *)- 

v Ctfji 

Erteilt man Je die Werte von 1 bis n und summiert, so erhält man 
mit Berücksichtigung der Newtonschen Identitäten die Gleichung 14). 

Anmerkung. Setzt man 

<p = 2?«^ « 2 ^... , 

so liefert die Gleichung 14) den Ausdruck 

d( P i i\„ d( P i . „ dtp ^ dtp 

+ {n-l)a 1 — + ... + a n -i — ==- 


15) 

Z. B. sei 
so ist 


n 


da t 


da n 


da k 


2 

Pi ^ cc^a^-^cc 


». — 


V 


Pi / y _ Pa — 1 // „Pa — 

« • • • • • 


9> = -S«! 3 a 2 = % 2 a g — o x a 8 — 2a 2 2 + 4 a 4 , 


^9 _ 0 „ „ „ 8< P 

^-2^0, ®8> -«< 


'2 


2_ 4a Ë£ a ^_ 4 

a *’ a « 3 öl ’ a « 4 4 ’ 


und durch direkte Ausrechnung 

^ ^ + 2a > ^ ^ 6 °*^ ■ 

Gleichzeitig ist aber 

= — 3 (— a x a 2 + 3a 3 ) — 3 (— a x 3 + 3a x a 2 — 3 a 3 ) = 

= 3 a x — &a x a 2 ^ 

woraus man sieht, dass die Gleichungen 14) und 15) erfüllt sind. 

Mit Hilfe der Formel 15) könnte eine symmetrische Funktion 
berechnet werden, sobald man die symmetrischen Funktionen niederer 
Ordnung als bekannt voraussetzt. 


5, Man kommt noch auf anderen Wegen zur Gleichung 14). 

a) Differentiiert man die vorgelegte Gleichung f(x ) = 0 nach a* 
und setzt dann # = «*, so ergiebt sich 

d a* 1 

a«,- f («*) * ’ 

wo i die Werte 1, 2, ..., n annehmen kann. Multipliziert man die 
daraus entspringenden n Gleichungen der Reihe nach mit 

», (» — l)a 1} (» — 2)oj, 

so erhält man 
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17) 


da k . . da k da k 

n- h (w — 1)^7^— + . • . + ton — lTTZ 1“ 1 — 0 • 


da t 




x da n 


dtp 


Multipliziert man diese Gleichung mit und erteilt k alle 

Werte von 1 bis w, so erhält man die Gleichung 14). 

b} Noch einfacher folgt die Formel 14) aus folgender Betrachtung: 
Lässt man x in x + h übergehen und entwickelt die Funktion cp 
nach Potenzen von A, so geht cp über in 

dtp 


18) 


<P 


2 


da k 


Ä + •••) 


während die Koefficienten a n . .., a n übergehen in 

A^ *= ûfj - j- fi h 

A 2 = ä 2 H-(n — l)aiA+ ... 
A s =a 9 +(n — 2)a 2 h + ... 


A n ~ a n + a„_iA + . . . 

Entwickelt man die transformierte Funktion <p(A n ..., A n ), aus- 
gedrückt als Funktion der Koefficienten der gegebenen Gleichung, so 
ergiebt sich 

dcp 


19) cp (A lt A n ) = q> + (n^-+(n — 1)% 


dcp\ , 

+ ... + ^n— )A + ... 

oa^ ca n / 

Vergleicht man die beiden Ausdrücke 18) und 19) und setzt die 
Koefficienten von A einander gleich, so ergiebt sich die Gleichung 14). 

Hätte man die Koefficienten der vorgelegten Gleichung mit 
Binomialfaktoren geschrieben (vergl. zweiter Abschnitt, § 5, l), so 
würde 14) die Form annehmen 


3 


da n 


6. Die Gleichung 17) führt auf eine bemerkenswerte 
Eigenschaft der Potenzsummen der Wurzeln einer Gleichung. 

Multipliziert man Dämlich die Gleichung 17) mit a*” 1 , erteilt k 
alle Werte von 1 bis n und addiert die dadurch entstehenden Gleich- 
ungen, so kommt 


21 ) 


n- b (w — 1) + ••• + #»— i + * . Si— i = 0, 


da x 


da c 


da n 


wodurch s* mit Hilfe von Si—i ausgedrückt werden kann. 

Man hätte dieselbe Gleichung erhalten, wenn man in 14) cp 
gesetzt hätte. 
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7. Die partielle Differentialgleichung 1) liefert noch wei- 
tere interessante Eigenschaften der Funktion g . 

Bildet man nämlich aus 1) durch successive Multiplikation mit 


5,’ , S( -J- 1 , S{ -j- 2 j •• • ) Si 4 - n — 
das System von partiellen Differentialgleichungen 
dtp dg dg dtp 

Si — h a 2 Si — [-••• + * Si 


5,- 4-1 


da k 1 *da k +i 
dg 


da k + 


2 


d«*4-: 




5,4-2 


dg 


da k + 2 
dg 


-f- . . . + Si-j-i 


da n 

dg 

da n 

dg 


— JcSi 


dg 


ds k 

(k + 1) Si + 1 


Q + • • • + ß n -_ k-2 5» + 2 = — (&+ 2) Si+2 

da k + 2 oa n v T 


dg 

0s*+ 1 

dg 

05*4-2 


und addiert, so kommt 
dg 


dg dg 

£*4-n — k q * == ^ Si -{- n — k 7T~ 

da» ds n 


22) 


dg 


Si Tr— + (s»-f i + s,- ) 1 - (5,4-2 + 5,4-1 + ö 2 s t - ) 


dg 


da k 


0a*4- 


00*4- 


+ .. . + 


2 


dg 


+ (5, + n— Jfc + ^ 1 5i4- n — *_1 + • • • + Un—kSi ) = 

^ " ( Äs< £ + (Ä + 1} s<+1 + • • • + ws<+ "-* I?,) 


dSk . V- ■ -, -T*3 ft+1 

Diese Gleichung 22) soll nun für specielle Werte von i und Je be- 
trachtet werden. 

a) Setzt man in 22) i = 0 und berücksichtigt die Newtonschen 
Identitäten, so erhält man die einfache Relation 


23) 


— — ( nk~ + (k+ l). Sl ^ + ... + »W^ 


(’ 


0«* v ' ^flk+i 
b) Setzt man in 22) i * ifc = 1 , so ergiebt sich 


05«/ 


24) 


8? , o , , 0?> 

a, - h 2 a 2 (-••• + wa» - — = 


91 da. 


da 


2 


da» 


_ s .f£ + 2s , 


’9s, ’ •*98, ' - ' “’ds.’ 

woraus man wiederum sieht, dass g sowohl in Bezug auf die Koeffi- 
cienten a 1J ..., a«, als auch in Bezug auf die Potenzsummen s 15 s 2 , 
..., s» isobarisch ist (vergl. Nr. 3 dieses Paragraphen). 

c) Setzt man in 23) k= 1, so kommt 
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25 ) 


8 <p - , d<p d<p 

n d^ + ( n - 1)£ti ^ + - +a *- i d^r n 


-(“àx+ 2s - 


-|“ . . . -j- w s 


,^V 

B_ 8s J 


d) Setzt man in 25) s* an Stelle von <p, so verschwinden alle 
Glieder rechts bis auf 

v Sk 

und man erhält wieder die Gleichung 21). 

8 . Die Funktion 9 , einerseits als Funktion der Wurzeln, 
anderseits als Funktion der Koefficienten betrachtet, ge- 
nügt der partiellen Differentialgleichung 


26) 


jLj k da k 


8 <p 8 ^ dtp 

hl 8^ 1 + Xl ’ i d^ + - + hn ^ 


WO 


27) - A, r = 

bedeutet. 


* Z • «J. = S* + r— 1 + 2 + ••• + &r— 1 $* 


Beweis. Wir benutzen die beiden Identitäten 


28) 

29) 


3 CCk fl ßj . 3 CCk A CI/ 2 - . fl CC k fl CI fi | 

fla t Aak fla 2 flcik da» A<Xk ’ 

/ 

+ | flat fl<*n 

dOg Aa m ~ " Aa n Aa m 


Geben wir in 29) dem Index m alle Werte von 1 bis n und 
multiplizieren die Gleichungen des dadurch entstehenden Systems der 
Reihe nach mit 


«i> *i» 


und addieren, so erhalten wir mit Rücksicht auf 28) 


30) 


flcik 

fla x 


v i . OCCk SJ ca 2 il I 

flcc m m ' da» da m m 


flCLk 


, dctk ca n . . 

fla n ^LJ fla m m h 

Nun ist allgemein 

31) -yJJt.ai =_'V*|£r. al = 

J fla m m flat * 

= — x + a 1 S t -f - r _2 + • • • + 0 >r — 1 Si = ~ r 

in Übereinstimmung mit Gleichung 7) dieses Paragraphen. 

Führt man das Symbol A,, r in die Gleichung 30) ein, so ergiebt 
sich die bemerkenswerte Relation 


fla n 


m - — . a* = a\. 

flcCffi m h 


\ ^ . «i 

8a k * 
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32) 


da k . j da k da k * 


da t 


da« 


da n 


:i. 8 9> 


Multiplizieren wir nun noch diese Gleichung 32) mit und er- 
teilen wir dem Index Je alle Werte von 1 bis so ergiebt sich 
mit Rücksicht auf die Identität 

dtp dct k dg) 
d cc k da% da% 

die Gleichung 26). 

Anmerkung. Die Gleichung 26) führt für specielle Werte des 
Index i auf bekannte Relationen. 

a) Ist i*=l und nennt man p das Gewicht von g> } so liefert 26) 


33) 


1 dg) dg> dg) 


und wenn man berücksichtigt, dass 

^i, r = — (s r + . . . + ar—iSj) = ra r , 

so erhält man die bekannte Relation 11) 

dg) . 0 dg) , . dg) 

b) Für i = 0 ist 

— ^0 ,r = S r — 1+ a^r— 2+ • •• + ßr— 2^i + WÖ f _i= (w — V + 1) ßr— 1 j 

wodurch man erhält 26) 

34 ) + w ^!r + ( w ~ + “+ 1 = 0. 


da k ' da i 
c) Für i = 2 hat man 

35) 


c a« 


da n 


denn es ist 

^ 2 ,r— ”7 (s r -fi+ a ± s r + a 2 s r —i + ... H-ßr— i5 2 ) = a r s 1 + (r + l)#r+i« 

Z. B. für g> = £a 1 9 a 2 =^—'0 1 a 2 + Sa s giebt 35) 

22:« 1 3 a 2 +22:a 1 2 a 2 2 = 

^ (“ a 1 2 +2a 2 ) + (— «i« 2 + 3®b) + (~ a i a s+ ^~r = 


da t 


2 


£a t 


. = 2 (Vö^- 2asj 2 + 4a 4 ) + 2 (a 2 2 — 2a 1 a b + 2 aj, 

wo die in den Klammem stehenden Ausdrücke bez. die Werte der 
symmetrischen Funktionen 


* Diese wichtige Beziehung ist von Raabe, Crelles Journal 48 p. 167 ge- 
funden worden. 
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und Ucc^cc, 


2 


2 


angeben. 

d) Setzt Tnan in der Raabeschen Gleichung 32) i = 0, so 
kommt 


36) 


da t 

Setzt man hierin 


so geht 36) über in 


dcc k , v da k da k 

n- — =j- (w — 1) «i ^7- + ... + ß« — 1 — — h 1=0. 


da. 


da n 


a . 


«* = -+^, 

w 7 


37) 




da 1 


+ («-l)a 1 ^ + ... + a B _ 1 |^ = 0, 


2 




was nach Formel 14), die nach ihrem Beweisgang auch für nicht- 
symmetrische Funktionen gilt, identisch ist mit der Gleichung 


38) 


+ 7 r • •• + 


da x da 


2 


da n 


0. 


Nun wird unten § 4,3 bewiesen werden, dass jede Funktion 
die der Gleichung 38) genügt, eine Funktion der .Wurzeldifferenzen 
ist. Also hat jede Wurzel einer Gleichung, ausgedrückt als Funktion 

der Koefficienten, die Form «*=— — + eine Funktion der Wurzel- 
differenzen. 


n 


9. Es möge hier noch eine kurze Bemerkung Platz finden über 
eine Methode zur Berechnung der symmetrischen Funktionen, die von 
Gauss in seiner berühmten Abhandlung, Demonstratio nova 
altera etc. 1816 Werke 3. Bd. zu Beweiszwecken, nicht zur Aus- 
rechnung selbst, angeführt worden ist.* 

Setzen wir Pi>P 2 >p B ^> ••• voraus, so dass die Differenzen^—^, 
p 2 — ... positiv und ganz sind, so lässt sich von der symmetrischen 
Funktion 

Eajhaf*... 

ein Produkt der Koefficienten der gegebenen Gleichung subtrahieren, 
so dass in der Differenz die _p 1 te Potenz der Wurzeln nicht mehr 
vorkommt. 

Dieses Produkt ist von der Form 


a 3 Pi ~ p * . . . 

und kann bis aufs Zeichen ausgedrückt werden durch 


* Diese Methode ist schon von Waring, Méditât, algebr. ed. 3. pag. 13 an- 
gegeben worden. 
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(E a x «g)* 5 * - -* 5 * (E a x a 2 a ^) p *~ Pi . . . 

Entwickelt man dieses Produkt, so findet man darin auch die 
gegebene symmetrische Funktion Ea^a^... enthalten, und es wird 
das höchste Glied der Differenz niederer Ordnung als das höchste 
Glied der yorgelegten Funktion. 

Verfährt man mit der Differenz ebenso, so erniedrigt sich auf 
gleiche Weise der Grad derselben, und man kommt schliesslich auf 
symmetrische Funktionen, die in Bezug auf jede Wurzel linear sind, 
d. h. auf die Koefficienten der Gleichung. Also kann leicht die ge- 
gebene symmetrische Funktion durch die Koefficienten dargestellt werden. 
(Gauss, Werke 3. Bd. pag. 37.) 

Beispiel zur Gaussschen Methode. Es sei die symmetrische 
Funktion 

2<h Za i a s 

gegeben. Das zu subtrahierende Produkt lautet 

ai 3 "" 1 .a 2 1 ‘” 1 .a 3 1 "° = ai 2 a 3 

oder bis aufs Zeichen 

(S ttjf S a^«^. 

Die Differenz ist 

E a x a 2 cc 3 — ( E a x ) 2 . Ea 1 cc 2 a 3 = 

= — (3 2; cc^c^cc^ + 2 E cc x 2 a 2 2 a 3 + 2 Ea^^cc^)*. 

Ferner bilde man die Differenzen 

E a 2 a 2 a 3 a 4 — Ea x . Ea x a 2 « 3 « 4 = — 5a x a 2 a 3 a 4 « 6 

Ett 2 a 2 a 3 — Ea x a 2 . Ea x a 2 a 3 = — (3 Ea 2 a 2 a 3 a 4 + 10a x a 2 a 3 a 4 a^). 

Man findet aus diesen Gleichungen die Werte 

Ea x 2 a 2 cc 3 a A = ~a 1 a 4 + 5o 6 , 

Ea 2 a^a 3 = - a*a 3 + 3a x a é — öa 6 , 

E a x s a 2 a 3 = — a±a 3 + 2a 2 a 3 + a x a 4 — 5a fi . 

§ 3. Bestimmung der symmetrischen Verbindungen vermittelst 

der erzeugenden Funktion von Borchardt. 

1. Satz von Borchardt. „Sind a 19 a 2 , «g, ..., a n die Wurzeln 
der Gleichung 

1) f{x) = af l + + a 2 af 1 -' 2 + ... + «» = 0, 

so ist die symmetrische Funktion der Wurzeln 

2) E a x Pi «g#» . . . cfr 

gleich dem Koefficienten des Gliedes 


* Die Entwicklung ist hier abzubrechen, weil das Gewicht 5 ist. 
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1 + 1 ) t 2 —(P*+U . . . £ n -0>»+ 1 ) 

in der nach fallenden Potenzen von t u . .., t n geordneten 
Entwicklung des Ausdrucks 

^ (ßll ^2 7 ‘ ■ • 7 tn) | 

« / . \ « / . \ * t 


3) «ft, 


a n 


wo 


4 ) 


**) I f(t x )...f(t n ) 1 1 

^ (fl 1 ^27 * * * 7 ^*) “ (^2 ^l) (^8 — ^l) • • * (fn ^i) 

(fz 0 * * * (^» ^2) 


— l) 

das Produkt aller Differenzen der Grössen t x , t 2 , t n be- 

deutet.“* 

2. Zunächst beweisen wir den folgenden Satz: 

Bildet man den Ausdruck 

5) — , 

7 t l — 0Ci t 2 — a k t n — a q 

welcher alle Glieder umfassen soll, die aus dem angeschrie- 
benen dadurch entstehen, dass man für i, h, ..., q alle Per- 
mutationen der Nummern 1, 2, 3, ..., n setzt; bildet man 
ferner die Ausdrücke 


6) B 


7) 


so ist 



1 

1 

1 

1 


ft 

- a t )* 
1 

ft - «*)* 
1 

ft-«s) S 

1 

" ft-«») 2 
1 

(^2 

- «i) 2 

1 

ft - «a) 2 
1 

ft~«s) 2 ‘ 

1 

" ft - «») 2 

1 

. « 

- «O 2 

ft ~ «a) 2 

ft-«s) 2 

" ft-«») 2 

• 

• • • 
1 

1 

1 

1 

• 

(t n 

~«i) 2 

Q„ — a 2 ) 2 

(#„-« 8 ) 2 

" ft,-«») 8 


1 

1 

1 

l 



1 

k -«2 

1 

1 • • • 

k-a z 

1 

k ttji 

1 



k ~ «1 
1 

k — « 2 

1 

i • * • 

*2 a 8 

1 

^g «» 

1 



t 2 cc x 

% a 2 

... 

^8 Ä 8 




1 

1 

l 

1 

! 

t 


t n — «1 


... 




* Borchardt, Berl. Monatsbericht 1856 pag. 166, Crelles Joum. 53 pag. 193. 
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8) B=T.C. 

Beweis. Die Ausdrücke B und T.C haben den gemeinsamen 
Nenner 

und die Determinanten B und C sind teilbar sowohl durch t n ), 

als auch durch z/ (a x , . .., a n ), denn sowohl für U = t k , als auch für 
= a * verschwinden beide Determinanten. Diese letztere Eigenschaft 
kann direkt nachgewiesen werden, wenn man in den Determinanten 
B und C von einer Zeile oder Kolonne eine andere Zeile oder Kolonne 
subtrahiert- Dadurch treten die Differenzen a» — a*, U — t k als Faktoren 
in B und C ein. Denn man hat 


1 

i 

(4 — a <) 2 

1 

(th—Ukf 

1 

th — «i 
1 

th— a k 

r 

(h— a *) 8 

1 

(4 — a *) 8 

1 

ti — ah 

4 — «* 


= (cci — «*) • 
= (cCi — a k ) • 

— (4 — 4) • 

= (tk — ti) • 


2t h — a i — ct i 
(t h — cci) 2 (i 4 — a k y ’ 
1 

(4 — «*) (4 — a k) 

2 cch — 4 — 4 

(ti — a h ) 2 (t k —a h ) 2} 

1 

— ■ — ■■■ »■■ ■ — i -.111 — • 

(ti — ah) (4 — &h) 


Also ist B im allgemeinen von der Form 



M 

N 2 ' 


M ist sowohl durch 4 (t 1} 4), als auch durch J(a lr ,.,a») teil- 

bar, mithin eine ganze alternierende Funktion sowohl von t u 4, 
als auch von a 1J ..., a n und hat die Form 

M=d(t 19 ..., 4) . 4 (a 19 ..., a n ).M\ 

wo Af ' eine symmetrische Funktion der Variabein t 19 ... 9 t n und a 19 ... 9 a n ist. 

Um sich über die Form von M r zu vergewissern, soll der 
specielle Fall n = 3 untersucht werden.* 

B ist dann von der Form 


wo 




i 

1 


i 

(h- 

1 

(4-a,) 2 

1 

(h 

-«*)* 

i 

(4' 

-«.)* 

1 

(h~ a if 

1 

(4 

- «s)‘ 2 

1 

(4 

-«0* 

(h - 

(4 

~ a s)* 


M 

N*' 


* Vergl. über den folgenden Beweis Cayley, Philos. Transact. 1867, pag. 493. 



33 


§ 3. Bestimmung der symmetrischen Verbindungen etc. 

f (t^) f (£ 2 ) f (t^) — (t x cfj) (t L — a 2 ) (t t — a 3 ) . (t 2 cc t ) (t 2 — a 2 ) (t 2 a 3 ) . 

. (t 3 äj) (^ 8 « 2 ) (t 3 — a 3 ). 

M=B .N 2 ist eine ganze, alternierende Funktion zwölften Grades 
bezüglich der sämtlichen Variabein t l} t 2 , t 3 , a n a 2 , a 3 , und vierten 
Grades in Bezug auf jede der Variabein, und ist von der Form 

4 (t l9 t 2y tf 3 ) . d (a x , « 2 , a 3 ) . M f , 

wo ilf f eine Funktion sechsten Grades in Bezug auf sämtliche 
Variabein £ 17 £ 2 , J 3 , Ä i? «2? a s> und zweiten Grades in Bezug auf jede 
der Variabein ist. Als Funktion zweiten Grades von jeder der Grössen 
t u t 2) t 3 kann M r der Reihe nach auch als lineare Funktion je der 
drei Produkte 

(^1 **2) (ßi **3) ? (ßi ; a s) (fi a i) f (fi a i) (fi > 

(f% **2) (^2 a s) ? (f% ^3) (^2 a l) ; (^2 Ä i) (^2 **2) ? 

(^3 ^2) (^3 a 3) J (fs a s) (fs a l) ? (^3 a l) (^3 ^2) ï 

die der Reihe nach durch 

, % 2 , ti B , 

Ï v 2 y % 

Wu W 2 , W 3} 

bezeichnet werden sollen, aüfgefasst werden. Ferner weis man, dass 
M r eine symmetrische Funktion der Wurzeln « l5 a 2y « 3 ist. Aus dem 
letzteren Grunde wird M ' durch das Produkt darzustellen sein 

M r = (Aw x + (iu 2 -\-vu 3 ) (X f v t + [i r v 2 + v ' v 3 ) (A ff w x + y!' w 2 + v " w 3 ) , 

wo A, Vy fi f , t/, k rt y [i ft y v rr noch zu bestimmende numerische 
Koefficienten bedeuten. 

Die Funktion M f ist aber auch symmetrisch in Bezug auf die 
Variabein t l} £ 2 , t 3 und folglich auch symmetrisch in Bezug auf die 
Systeme 

(«1, m 2 , «,), (v n v a , v a ), O n w 2 ,'W 9 ), 
so dass die unbestimmten Koefficienten 

X = X’ = X", 

V = v r = 1/" 

vorausgesetzt werden können. Mithin hat Jf' die Form 

M r = (Aw x + ^w 2 + i/«g) tiv 2 -\- w 3 ) (AWJ+ ^w 2 + vw 3 ). 

Weil ferner M r bezüglich der Variabein a n a 2 , a 3 vom zweiten 
Grade ist, so können Glieder der Form 

u 1 v l w 1 y u l v 1 w 2 y ... 

Faà de Bruno, Theorie der binären Formen. 


3 
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nicht Vorkommen, sondern nur Glieder, deren Koefficient gleich l(iv 
ist. Setzen wir nun 

W 1 ( V 2 W S + % W i) + V 1 ( W 2 «8 + W s W 2 ) + Wi (« 2 V 3 + M s V 2 ) = U 
oder symbolisch 



«1 

u 2 

Mg 

ü= 

Vl 

V 2 

*8 


W 1 

w 2 

w 3 


wo jedoch festgesetzt werden muss, dass nach Entwicklung der 
Determinante alle Minuszeichen in Pluszeichen verwandelt werden, 
so ist 

M' = K. U. 

Wir haben also B in der Form 

^ (fl 7 ^2 ) h) ‘ ^ ( Ä 1 } ^2 J a s) ^ U 




N 


N 


Mit Berücksichtigung der Identität 


/ -|\3 ^ (fl) ^2? ^s) « 17 <*2J tt s) fl 

1 ^ f(fi).f(f 2 ).f(Q 


folgt 


Nun ist aber symbolisch 


U 

N 


B = C.(— l) 3 . 


^1 Ä 1 ^1 Ä 2 ^1 **8 

1 1 1 

t 2 CC 2 t 2 ttg 

1 1 1 

^3 Ä 1 ^3 Ä 2 ^3 ^3 

KU 


* 


N 

1 1 


^1 — a l h — ^2 ^1 — a 


3 


^2 ^2 ft 2 ^2 **8 
1 1 1 


£g £g «g £g Ofg 

wenn wir wieder festsetzen, dass nach Entwicklung der Determinante 
alle Minuszeichen in Pluszeichen umgeändert werden. Man erhält 
diesen symbolischen Ausdruck leicht, wenn man die für die gleiche 
Voraussetzung gütige Determinante für U Zeile für Zeile der Reihe 
nach durch N « » 

m , /m m 

dividiert. 


* Vergleiche unten Nr. 3. 
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Der symbolische Ausdruck für ist aber gleich 




1 


wenn man für A, k alle Permutationen der Nummern 1, 2, 3 ein- 
setzt. Ferner findet man durch Vergleichung beider Seiten der oben 
fur B aufgestellten Gleichung, dass K=(— l) 8 ist; also 

B = C.T. 


Diese Betrachtung kann allgemein durchgeführt werden.* 

3. Wir gehen zum Beweis des Borchardtschen Satzes über. 
Die Determinante C kann durch folgenden Ausdruck dargestellt 
werden** 


9) 


p / (^i> •••> a *) . 

c ~ (_ } m-.-m 


Denn multipliciert man die Zeilen der Determinante C der Reihe nach 
mit 

so erhält man 

qt o m 

t l — a 1 t t — a n 

. f(*t) f(*t) 

— t t — a n 


f(Q ' f(t») 

t n Äj t n cc n 

wo nun beide Seiten für ti = a k nicht verschwinden. 

Die rechte Seite dieser Gleichung ist teilbar durch d(t l} ..., £ w ) 
und z/(a n ..., «»)• Der von den t und a unabhängige Quotient wird 
dadurch ermittelt, dass man den Grössen U bez. die Werte «, zu- 
erteilt. Hierdurch bleiben nur die Elemente der Diagonale in der 
Determinante übrig und diese wird gleich 

(— l)4*(»-i) .J(a u <*»)*, 

der Faktor also zu 

(— l)i 

Wenn man nun die Determinante C nach den Variabein t u ..., t n 
differentiiert, so erhält man die Determinante*** 

t 


* Borchardt, Crelle Journal 53 pag. 196, und Baltzer, Determ. § 10, 20. 

** Cauchy, Exerc. d’analyse, 2, p. 164; vgl. Baltzer, Determ. § 10, 16 u. 16. 

*** Borchardt, Crelle Journal 63 pag. 196. 


3* 
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10) 

Also hat man 


£=(- 1)» 


d*C 

3 • • • 3 


d n 


b = j ( a n i y' dtl .,.dt n 

C . , -, ^ ) • • • > tn) 


• • • J ^,j) 




d (ßj , • • • , €C n ) . 


f(h)—f(*n) 


oder 


-|-|\ T—( 1 \n ftyl) d n | d (^n ». • ? ^w) 

; * dt 1 ...dt n \f(t 1 )...f(t n ) 

Entwickelt man jetzt die Funktion 

jt == ^1_1 1 1 

t x — or t - % — a k '"t n — a q ' 


wo man für i, 7c, ..., q alle Permutationen der Nummern 1, 2, 3, ..., n 
zu setzen hat, nach fallenden Potenzen von t u t nj so ist die sym- 
metrische Funktion der Wurzeln 


der Koefficient von 


U av* . . . a/» 


çrçr- ••©"* 


wie sich mit Berücksichtigung der Identität 

1 = J- 1 = Uk p 

ti — cc k ~ U jLj P V+ 1 

U 

ergiebt. 

Die rechte Seite der Gleichung 11) enthält aber nicht mehr die 
Wurzeln, sondern nur die Koefficienten der Gleichung, und es folgt 
daraus, dass man jede symmetrische Funktion auf diese Weise mit 
Hilfe des Koefficienten des entsprechenden Gliedes in den t auf der 
rechten Seite berechnen kann. Aus diesem Grunde heisst die 
betrachtete Funktion T die erzeugende Funktion aller gan- 
zen symmetrischen Funktionen von den Wurzeln der Gleich- 
ung f(x) = 0. 

Versuchen wir die erzeugende Funktion T direct zu ent- 
wickeln. Zunächst schreiben wir T in der Form 

Kl f(h) ftt») 

T== t l — dj t n — a q 
und entwickeln den Ausdrück 
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m 

t— 


nach fallenden Potenzen von t , nämlich 


m 

t—CCi 



+ «1—1 + «l-fl + • • 


+ « n) t n 2 + • • • 


... + (— l)"““ 1 . «! cc 2 . . . a { _ t a t+1 . . . a n . 

Setzen wir diesen Ausdruck in T ein, so würde T sich in eine Funk- 
tion von der Form entwickeln lassen 


n(n) ^ 1 n " 1 ..i n w " 1 +(w— 1) n(n-2) a x £t 1 n ~ 1 .J n n ' 2 +...+2 77 (w- 1 ) a n n '* a 2 Zt+II(n) a n n ~ x 
wo 77 (n) — 1 . 2 . . . n. 


Wir schreiben nur die beiden ersten und die beiden letzten Ent- 
wicklungsglieder hin, weil die Berechnung der allgemeinen Form 
eines beliebigen Gliedes der Entwicklung viel zu compliciert ist. 

4. Die Differentiationen, welche die Formel 11) erheischt, führen 
auf ausgedehnte Rechnungen, so dass die in 11) angegebene Form 
der erzeugenden Funktion zur Berechnung der symmetrischen Funktionen 
der Wurzeln einer Gleichung nicht geeignet ist. Im Folgenden soll 
der erzeugenden Funktion T eine für die Rechnung etwas geeignetere 
Form gegeben werden.* 

Das Differenzenprodukt 

y • • • y tn) 

kann in Form einer Determinante geschrieben werden**, nämlich 

1 t t t* ... V -1 



1 tn 


in 


2 


• • • 



1 


Dividiert man beiderseits durch 


so kommt 


^7 (*1 7 • • • 7 tn) 


_ i _k_ y 

m m ~m " 

i t n t n 2 

f(ßn) f(fn) f(t n ) - 



* Cayley a. a. 0. pag. 494 bemerkt bezüglich der Borchardtschen Formel: 
„wenn ein passender Ausdruck fur T gefunden werden könnte, so wären wir 
im Stande, alle symmetrischen Funktionen der Wurzeln als Funktionen der Koefß- 
cienten auszudrücken.“ 

** Baltzer, Determ. § 10, l. 
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Durch Differentiation nach sämtlichen Variabein t 1} t n findet 


man 


* 


-| 0 \ ^ (ßl 7 • • *7 

; dÇV.dtn 


-1 




| f (t n )~t n f\t n ) 2 t n f(t n )-t n *f'(t n ) ... (» - 1 )tn**f(t n )-t n *-'f(tn) 

Nach diesen Entwicklungen geht die Formel 11) für T über in 

/_ i>+i fih) m -kf (k) 1) k*-* m - k ni r ( k ) 

14) ^ — 

f'(Q f(t n )-t n f , (t n )...(n — l)tn n -'f(tn) — tS- 1 f , (t,) 

Die Determinante ist durch das Produkt 

^ (^1 } * * * 5 

teilbar , so dass der Divisor t n ,) nur scheinbar in der 

Formel 14) vorkommt. 

5. Man kann ferner auch (vergl. Formel 11 pag. 36) 

2, 3, •••) 


setzen, wodurch die Borchardtsche Formel für die erzeugende 
Funktion eine andere bemerkenswerthe' Form annimmt, nämlich 


'srijpi 

t ^- f 


15) T - 


^ — l) w + 1 
d (tu • . . , £ Ä ) 


2^ ■ - c— i) ^ ‘ 




V^ 1 


'-‘-HA» 




Diese Formel, die an und für sich zur Berechnung weniger ge- 
eignet ist als die Formel 14), liefert doch eine Methode, die erzeugende 
Funktion T nach fallenden Potenzen der Variabein deren 

Koefficienten als Funktionen von s auftreten, zu entwickeln. Man er- 
hält so durch die erzeugende Funktion nur den Ausdruck der sym- 
metrischen Funktionen in den s wieder, der früher (§ 1, Formel 34) 
direkter gefunden worden war. 

6. Anwendungen der Borchardtschen erzeugenden Funk- 
tion auf specielle Gleichungen. 


* Baltzer, Determ. § 3, 15 . 
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a) Es soll die erzeugende Funktion T der symmetrischen 
Funktionen der Wurzeln der quadratischen Gleichung 

fix) = a 0 x 2 + a t x + a 2 — 0 

durch die Koefficienten der Gleichung bestimmt werden. Die 
Wurzeln seien a 19 a 2 .* • 

Wir bilden den Ausdruck 


T= 


t x — a x i 


2 


CCç 


+ 


1 1 2^1 1 2 — (flq 4“ (X 2 ) jt x + t 2 ) 4~ 2 «2 

^1 a 2 ^2 (fl a i) (ßl “* a a) (^2 — a i) (^2 ^2) 

2a 0 2 t x t 2 + G'qO'i (^1 + ^ 2 ) + 2 ß 0 Ä 2 


(« 0 ^ 1 2 + »! t x + a 2 ) (a 0 t 2 2 + a x t 2 + a 2 ) 


Dieser Ausdruck ist auch der Quotient der beiden Determinanten 
JB und (7, nämlich 



1 1 


1 1 

T = 

(a - «O 2 & - o* 

• 

• 

^ k ^2 


1 1 


1 1 

✓ 

( h Ä i) 2 (^2 — S) 2 


t 2 & x t 2 CC <2 


Die Borchardtsche Formel 11) liefert für T den Ausdruck 


T a , mm * , k-k i 

0 t,~k dt^k \f(k)f(kV 


=a 2 


m m m r (Q-m r co + & - 0 r (<o r cg 
# k-k ' m'-f&y 

mr(h)-mr(tù 


_ , 1 |7 

_a ° /'ft)/(Ö L 


^ 


+r &)./'&) 


Substituiert man für und /’(^) die Werte, so ist 
f(h) f (k) ~ fikïL^i) = _}_\_2a 0 H l t 2 - a 0 a t (k + k) + 2a 0 a 2 - a * } 


und 


t 2 - t x 


0 


f (k) f (k) = ri { 4«0* # 1 ^ + 2a 0 a x + ^,) + V } . 


a, 


0 * 


Also hat T den Wert wie oben 

2a f ?kk + a o a i(h + k) + 2a 0 a s . 

(Po k 2 + ®x ^1 + ®ä) + a i k + ®a) 

Wenden wir schliesslich noch Formel 14) an, so hat man fur T 


Vergleiche über dieses Beispiel: Cayley a. a. 0. pag. 493. 
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T = 


-i r (h) m-km 

ik - k) f(t i) f(k) f (k) f (k) - kf (k) 

m r ( k ) - m f (o + (k - o r &) r (.k) 


(k - k) f(k) • fik) 

= 2ao*kk + a 0 a i (k + k) + 2g o a 2 . 

K ^l 2 + a i k + a i) («0 ^ 2 + ®1 ^2 + a i ) 

Schon dieses Beispiel zeigt, dass Formel 14) am raschesten zum 
Ziele führt. 

b) Es soll die erzeugende Funktion T durch die Koeffi- 
cienten der kubischen Gleichung 

a 0 x s + a t x 2 + a 2 x + ß 3 = 0 
ausgedrückt werden. Die Formel 14) ergiebt 


T= 


(^2 ^l) (J'S ^l) (f s ^ 2 ) f (ß\) f 0«) / (ßd) 


f\k) w(h)-h*r(ßd 

f ik) f(.k)-kf'(.k) 2 kfik)-k 3 fik) 
fik ) fik)-kf'ik) 2 ¥(k)-k 2 fik ) 


Substituieren wir die Werte für fik), f(k), f(k)> f ik) f ik)t f ik)i 
so ergiebt sich 

3a 0 t 1 2 +2a 1 t 1 +o 2 2a 0 t 1 3 +a 1 t 1 i —a s a 0 t 1 i —a 2 t 1 i —2a s t 1 


3ao^*+2oi^+o* 2a 0 < 2 8 +a 1 t 2 


«s a^tf— 0,^-2 a 9 k 


k x 

k l 


kl “ 


16) ^(kfkik) T _ 

3« 0 # s 2 + 2a i < s+ a 2 2a 0 # 8 8 +«i^ 2 — «s «o< 3 4 -«2^ 2 — 2a 3 <3 
Schreiben wir die Determinante 

1 ^ 

1 

1 

I 

zur Abkürzung in der Form 

± 1 V VS 

ferner statt 

^±1^2^3 2 ) ^(^lj ^ 2 ? ^ 3 )? 

so ergiebt sich die Formel 

— d{k , k,*ùfik)fik) f(k) • y = [6 «oW V + ( 4 a 0 «j a 2 - 12a 0 2 a s )# 1 ^ s + 
+ 6a 0 «s 2 î • 4 ik ) k > 4) + ( 2a o a fkkk + 4a 0 a 2 a 8 ) • 2± KV + 

+ 2a 0 a 1 a 3 Z± K V + (4a 0 2 a 1 ^ t 3 + 2a 0 a/) Z± 1 VV + 

+ (o 0 «i«2 + 3a 0 X>-£ ± 1 W 

Nun hat man die folgenden Identitäten 

U±lt 2 t s 3 = 4) (ßi + h + ^s) 

2±1 t 2 % d = 4 (t 1 , t 2 , L) (tt 2 + LL + Lt) 

Z±\W =^(*n* 2 , h) (ßi 2 + *1*2 + *1 *3 + *2*3 + h 2 ) 

^ ± 1 ^2 2 ^ ~ ^ (ßll ^2 ? ^ 3 ) (^1 "f" ^ 2 ) (^2 "I“ ^ 3 ) (^3 "I" ^l) J 
mit Hilfe deren man den Ausdruck erhält 
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f (fi) f(ßs) T — 6a 0 o s 2 + 4a 0 a 2 a 3 (t t + £ 2 + £ 3 ) + 2 a 0 a t a z (t x 2 + £ 2 2 + 1 3 2 ) + 

+ (2o 0 a 1 a 3 + 2 a 0 a*) (t t t 2 + < 2 < 3 + t s t t ) + 

+ (60^ Og- Ga 0 *a s ) t x t 2 < s + (ßa^a^+a^a^) [^ 2 (^+^)+ 
+ 4* (^s "I" ^i) ")■ ^s* ft + ^2)] 2 a 0 a 1 2 ft 2 t 2 t s + t 2 i t s t 1 + 

+ tihQ + 4 V«! ftftft + * 2 ftft + t s \*Q + 


§ 4. Symmetrische Funktionen der Wurzeldifferenzen. 


1 . Die Summe der Potenzen der sämtlichen Differenzen 
je zweier Wurzeln einer Gleichung 


S T («.— «*)* 

h,i 

/ fl 1 , • . . y w\ 

\ h<ii = 1 , 2 , ..., n ) 


kann bei geradem k direkt als Funktion der Potenzsummen s, 
mithin als Funktion der Koefficienten der Gleichung aus- 
gedrückt werden, nämlich 


1) 2^? («f - «*)*= s 0 s k - (j) + ("2) S 2 S t - 

iy h 


2 ”1“ • • • "t" $k *>Q ) 


WO 


/fe\ k ( k — !)...(& — fi + 1 ) 

\f Ä ’/ 1 . 2 ... ft 

Die rechte Seite von ^^(a— a A )* kann auch durch die Hälfte 


der Entwicklung des symbolischen Ausdrucks 

(s — s) k 

dargestellt werden, wenn man, wie üblich, festsetzt, dass die Ex- 
ponenten nach der Entwicklung in Indices verwandelt werden. 

Die Summe 

2 fa — «*)* 

*> * 


soll durch 6 k bezeichnet werden^ so ist z. B. 

<?4: (&i ^ ^0 ^4 ^ ^3 "t“ 3 Sg 2 

ly h 

0 6 =*zl («<— « Ä ) 6 = s 0 s 6 - 65^5+ 15 s 2 s 4 — 10 s 3 2 

iyh 


Beweis. Bildet man nach dem Newtonschen Binomialtheorem 
die Summe 
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S ** (* - «*)*= rf - 1 + Q) «2 X*- 2 + • • • 

( jh / — - 1 , 2 , 3 , ***7 

und ersetzt darin x der Reihe nach durch die sämtlichen Wurzeln 
der Gleichung a n a 2 , ..., a n , nämlich 


V(«1 -«*)*= So «!*- 

h 


/, (a„— a A )*= s 0 a n k — 


h 



• • t 


• • • 


) 


so verschwindet die Summe dieser Gleichungen 

^(«i— «*)* (t, A—l, 2, w) 

i,h 

für ein ungerades Tc wegen der entgegengesetzten Zeichen von 

(«*—«*)* und (a Ä — a,-)*. 

Bei geradem £ ist 

und auf beiden Seiten können je zwei gleiche Glieder der Summe 
zusammengefasst werden, wobei das mittelste Glied rechts übrig bleibt. 
Dieses Glied erhält also nach der Division durch 2 den Faktor - 2 . 

Aus den ^n(n — 1) Quadraten der Wurzel differenzen kann man 
nun wieder symmetrische Funktionen bilden und diese mittelst der in 
§1,3 angegebenen Formel 31) genau ebenso durch die Potenzsummen 
02 k ausdrücken, wie die symmetrischen Funktionen der n Wurzeln a h 
durch die Potenzsummen s*. Die Gleichung 1) liefert alsdann die 
Darstellung jener symmetrischen Funktionen durch die Grössen s. 


Beispiele, a) Es soll die symmetrische Funktion der \n(n— 1) 
Differenzenquadrate 

•£Oä-«l) S («4-« 8 ) 2 

durch die Koeffizienten a u Og, ... ausgedrückt werden. 

Nach §1,3 hat man 

2 2 (cc 2 — « x ) 2 (a 4 — a 3 ) 2 = 6 2 - tf 4 . 


Nach 1) ist aber (vergl. § 2, 3) 

0 2 = 43 2 — s/= 3 a/— 8a 2 

0 4 = 4 s 4 — 4 s 1 s 3 + 3s 2 2 = 3a/— 16a 1 2 a 2 + 4a 1 a 3 — 16a 4 + 20a 2 2 . 


Also ergiebt sich für die gesuchte Funktion 

JE(a 2 — a/ 2 (a 4 — a 3 ) 2 = 3a/— 16a/a 2 — 2a 1 a 3 + 8a 4 + 22a/. 
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b) Es soll die symmetrische Funktion aller Differenzenquadrate 

= 2 («3 - «l) 8 (“4 - «s) 2 («5 - «4)* 

fur n = 5 durch die Koefficienten a 15 a 2 , a 3 , a 4 , o 5 ausgedrüc kt werd en. 
Zunächst hat man 

6^ = tf 2 8 — 3<y 2 tf 4 + 2 <j 6 . 

Für o 2 , tf 4 , (T 6 ergeben sich die Werte 

tf 2 = 5 Sg - 5 a 2 , 

^4 = Ö5 4 45jSg “I“ 3/îg 2 , 

0ß = Ö5 6 — 65^5 + 1Ö5 2 5 4 — 10s 3 2 . 

Setzt man diese Werte ein, so ist schliesslich 

^ = 4 a t * — 30 + 81 afaf — löa^ag — 80a 2 3 + öOajöga,, + 

+ 20 a 1 2 o 4 — 25a 3 2 — 50 a 2 a 4 . 

Nach vorstehender Methode kann auf bequeme Weise die Gleichung 
gebildet werden, deren Wurzeln die \n(n — 1) Quadrate der Differenzen 
zwischen den Wurzeln einer Gleichung f(x) = 0 sind* Einfacher noch 
ist die folgende Methode.** 

2. Bezeichnet man wieder das Produkt aller Differenzen der 


Grössen «q, 

... a n durch 





• i a ») j 


so hat man 

wie oben bemerkt 

i 

oq ... 

aj"- 1 

2) 

^ Oi ? • • • ) == 

i 

• 

« • . 

• • « 

a W — 1 
u 2 

• • • 



i 

... 

«„"- 1 


Das Quadrat von J stellt sich nach der Multiplikationsregel der 
Determinanten als Funktion der Grösse s ebenfalls in Form einer 
Determinante dar, nämlich 


3 ) 


^(«i, a») 2 = 


’2 


S n — 1 
S n 


• • 


Sn — 1 $n • • • S$ n — 2 | 

Diese Determinante soll durch S n bezeichnet werden, so dass 

^ Ol 1 • • • ) == $»• 

Insbesondere wäre für w = 2, 3, ... 

4) «*)*- 


s 0 s t 


$t S 2 


* Lagrange Mém. de Berlin 1767; Résolution des équations 8. 

** Ygl. Baltzer, Determ. § 10,4, 
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&) = ^(«17 «27 « S ) 2 = 

u. s. w. 



S 2 

S 9 

h 


Greift man aus der Reihe der n Wurzeln a u ..., a n einer Gleich- 
ung n ten Grades auf alle möglichen Arten immer je m Wurzeln heraus 
und bildet das Quadrat sämtlicher Produkte der Differenzen dieser 
m Grössen , . . . , a m und summiert über alle Permutationen dieser 
m Grössen, nämlich 

S z/ {cc j , . . . , 


so kann offenbar auch diese Summe durch eine Determinante dar- 
gestellt werden, die aus den zu n gehörigen Grössen s 0 , ... ge- 

bildet ist 




So 

Sj • • • 

Sm — 1 

6) 

£ z/ (CC X , . . . , #/n) 

Sl 

• • 

s 2 ... 
• • • 

Sm 

m • • 


« 

Sm — 1 

Sn i • • • 

S2m— 2 


wie aus der Zerlegung dieser Determinante in solche, deren Elemente 
nur Summen von je m Grössen sind, folgt. Diese Determinante be- 
zeichnen wir wieder mit S m . 


Insbesondere ist 

« 2 ) 2 = 


$0 Si 
S l S 2 


«27 « 3 ) 2 = 

u. s. w. 



*2 

S 8 

*4 


Die Determinante S m kann unter der Voraussetzung a 0 = 1 mit 
Hilfe der Newtonschen Identitäten (§ 1,2) durch die Koefficienten a XJ 
a 2 , ..., a n der Gleichung f(x) = 0 ausgedrückt werden. 

Zunächst bildet man $ 2 , S 3 wie folgt 


S 2 = 

«3 = 


s o 

Sl 

s o 

51 

5 2 


51 

5 2 

51 

5 2 
S 3 


S# 

Sl 

+ «J 

S 0 


Sl 

S 2 

+ «1 

Sl 



1 

0 

0 

0 


0 

So 

Sl 

S 2 


So 

Si 

Sg 

Sg 


Sl 

S 2 

S B 

s 4 


n (n -- 1) a t 
a x 2 Og 
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Diese letztere Determinante wird dadurch transformiert, dass man 
zur zweiten Kolonne die mit a x multiplizierte erste Kolonne, zur dritten 
Kolonne die mit a x multiplizierte zweite und die mit a 2 multiplizierte 
erste Kolonne, zur vierten Kolonne die mit a t multiplizierte dritte, die 
mit a 2 multiplizierte zweite und die mit a s multiplizierte erste Kolonne 
addiert. Dadurch entsteht die Determinante 


1 a ± a 2 ffg 

0 $ 0 s t + a t s 0 s 2 + s 0 

5 0 S 0 $2 ” f “ S Q $8 +^ l S 2 + ^2 ^1 ^3 ^0 

S \ ^2 “ f " ^1 ^3 + ^ i ^ 2 + ^2 ^1 ^4 “ f " ^1 ^3 “ f " ^2 ^2 * d “ ^8 '^1 


die mit Berücksichtigung der Newtonschen Identitäten übergeht in 


1 a x a 2 

0 n (n — 1) a A 

n (n — 1) a A (n — 2) a 2 

a x 2a 2 3 a 3 

u. s. w. 


Um die Determinante m ten Grades 


a s 

(n - 2) a 2 
(n - 3) o s 
4 o 4 



£>1 ... S m — i 

$2 • • * 


• ••••• 


Sm — 1 


nn 


••• &2m — 2 



durch die Koefficienten auszudrücken, schreiben wir dieselbe zunächst 
in der Form einer Determinante (2 m — 2) ten Grades 


1 

0 

0 

• • 

• 



0 

1 

0 

• • 

• 


• 

0 

0 

1 

• m 

• 



• 

• 

• 

1 

• 



0 

0 

• 

. 0 

s o 

S 1 

• $m — 1 

0 

0 

• 

S 0 

»1 

S 2 

• Sm 

• 

5 0 

m 

«i 

• 

• 

• • 

• • 

• 

• 

• • 

m • • 

• ^2 in — 8 

«1 

S 2 

• 

• • 

• 

• • 

• S2m — 2 


die von S m nicht verschieden ist. 

Diese Determinante wird dadurch transformiert, dass man zur 
zweiten Kolonne die mit a t multiplizierte erste Kolonne, zur dritten 
Kolonne die mit a x multiplizierte zweite und die mit a 2 multiplizierte 
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erste Kolonne, ..., zur (ft + l) ten Kolonne die mit a x multiplizierte A;* 6 , 
die mit a 2 multiplizierte (A* -l) te , . .., die mit a k multiplizierte erste 
Kolonne addiert. 

Dadurch entsteht die Determinante 


1 

«1 

<h 

. . . Ct>2m — 3 


0 

1 

«i 

• • • • 


• 

• 

1 

1 

• • • • 


• 

5 0 

• • • • 

s 2 “1" a j 

... S$rn — 3 I - Sim — •• 

• • • • 

• + 0,2 m — 3 S 0 

«1 

$2 H” ^1 

^3 + a x s 2 -\- ^2 ^1 

... S2m— 2+ ^Ssm— 3+ • • 

• + «2 m— 3% 


die mit Berücksichtigung der Newtonschen Identitäten übergeht in 



L a t gl 

0 1 a, 

0 0 1 


0 

n 

(n - 

i)«i 

n 

(n — 1) a x 

(»- 

-2) a 2 

«i 

2a 2 

3a s 



3. Partielle Differentialgleichungen, denen die symme- 
trischen Funktionen der Wurzeldifferenzen genügen. Die 
linke Seite der für symmetrische Funktionen <p der Wurzeln einer 
Gleichung gütigen partiellen Differentialgleichung (§2,5 14) 





£?+ 

3 «2 


I • « 


+ ton— 1 


d<p 

da n 


verschwindet, sobald <p eine Funktion der Wurzeldüferenzen ist. Denn 
nimmt man irgend ein Glied von <p heraus und setzt dasselbe gleich 


so ist 


t = («* — «*) 0, 


d ÿ 
da { 


= 0 + (cCi — a k ) 


d 0 

dcci ’ 


dÿ 

da k 


= — a k ) 


d0 

da k 


und in 


der Summe 



zerstören sich also die beiden aus der 


Differentiation des Faktors — cc k herrührenden Glieder und ebenso 
die übrigen Glieder gegenseitig. 

Also genügt jede symmetrische Funktion ÿ den Wurzel- 
differenzen der partiellen Differentialgleichung 
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7 ) 


dib , .. dib dib ~ 

w ®° ä ffll + (M " 1} 01 + • • • + a " - 1 “ a 


Schreibt man! die Koefficienten der vorgelegten Gleichung /"■=() 
mit Binomialfaktoren, nämlich 

/■= a«,*" + (l) «iZ" -1 + ( 2 ) + • • • = 0 , 


so wird aus 7) 

8 ) 


d ib _ dtb $ ib dib 

a ft b2a 1 — — f- 3 a 2 — — h . . . - — = 0. 


°da 1 


da * 


da „ 


da n 


Bezeichnet man zur Abkürzung die Operation 

d d d 

a n - \-2a 1 -^- +. . + wö#- 1 


^ 1 ~~ L da 2 ' ~"“ A da n 

durch das Symbol d, so kann 8) in der einfachen Form 

dib — 0 

geschrieben werden. 

Insbesondere ist 

da k = kak—i 9 da 0 = 0. 
Berücksichtigt man die bekannte Identität 

d (uv) = udv + vSu 7 


so hat man noch 


d (a k m ) = mk . a*” 1 “ 1 a*_ i; 


d'a k = k (k — 1) . . . (k — i + 1) a*_, . 

Man kann also d als einfaches Differentialzeichen behandeln, wenn 
man a k symbolisch als Potenz a k schreibt, differentiiert und nach voll- 
zogener Differentiation den Exponenten wieder in einen Index ver- 
wandelt: z. B. 

' 4 

d (a 0 a 4 — 4a x a 3 + 3a/) = a 0 da 4 + « 4 da 0 — 4 (a x da 3 + a 3 da x ) + 6 a 2 da 2 = 

= 4a 0 a 3 — 4 (3a x a 2 + a 0 a 3 ) + 12a x a 2 = 0. 

Führt man den Prozess d an der Summe s t aus, so hat man (§ 2,7) 

ÖSi = — 1 . 

Beispiele. Nach Formel 6) dieses Paragraphen hat man 


dZJ(a 1} « 2 ) 8 = dS 2 = d 


So 

Sl 

II 

0 

Si 

Sl 

S 2 


»0 

S* 


+ i 


$0 s 0 


2s 1 


= 0 , 


1 

s 0 s 1 s 2 

1 

1 

1 

0 s 1 s 2 


s 0 ^0 ^2 


$0 s ± 2s 1 

6S 3 -d 

Si S 2 Sg 

= 

Sq S 2 Sg 

+ 

2 s x Sg 

+ 

$1 $2 ^ ^2 


i § 2 S 4 

1 

2s ± Sg s 4 


s 2 ^ ^2 ^4 


S 2 S 3 4s 3 1 


=0 


u. s. w. 
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4. a) Ist ^ eine symmetrische Funktion der Wurzel differenzen 
einer Gleichung n ien Grades, so ist auch 

dÿ 

da n 

eine symmetrische Funktion der Wurzeldifferenzen. Denn die Ab- 
leitung von ÿ nach a n genügt ebenso wie ^ der partiellen Differential- 
gleichung 7), wie man sieht, wenn man 7) nach a n differentiiert. 

Beispiel. Für eine kubische Gleichung 

(IqX^+ü! æ 2 +a 2 Æ + a 3 = 0, 

deren Wurzeln a 19 « 2 , « 3 sind, hat man die symmetrische Funktion 
der Wuizeldifferenzen 


Nun ist 


= V («2 - «l)* («3 - ß l) 2 («3 - O* = - 

= 4« 0 « 2 s — 4a 1 8 a s + a 1 i a 2 2 — 27 n 2 a 2 . 


i^ = 9a 0 a 1 a 2 — 20^— 27 a*a 3 . 


3 ifj 

Der Ausdruck für — ist aber gleich der symmetrischen Funktion 

3 

der Wurzeldifferenzen 


- i |~= < { ( a 2~ “l) [(«3 - «l)'- («» - « 2 ) 2 ] + («S-«l) [(«2 - «O*“ («3 - «*)*] + 

“f"( a 3 a 2)K 0r 2 W l) 2 ( a 3 Ä l) 2 ] } 9 

die durch die Determinante 



1 a 2 - a 1 (« 2 — a t y 
1 - « 3 (a t - cc 3 ) 2 

1 a B a 2 (a 3 or 2 ) 2 


dargestellt werden kann. 

b) Ersetzt man in einer symmetrischen Funktion der Wurzel- 
differenzen die Koefficienten a 01 a 19 a 2 , ... resp. durch s 0 , s A , s 2 , 
so ist die dadurch erzeugte Funktion ebenfalls symmetrisch in Bezug 
auf die Wurzeldifferenzen. In der That ist die Differentialgleichung 8) 
noch giltig in der Form 




dty 
a 6*2 


-j- . . . -f - fl s n 




denn die Anwendung des d- Prozesses auf die Funktion welche als 
abhängig von s 0 , s 19 ... zu betrachten ist, ergiebt mit Rücksicht auf 
die Identität 
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Ô S{ is{ — x ) 

_ frtb ~ dib 

d^ = s 0 -t— + 2s x + . . . + ns„ 


ds i 


ds> 


2 


was nach Formel 9) gleich Null ist. 
Die Gleichung 


0 



zeigt aber an, dass ÿ(s), ausgedrückt in den Wurzeln, ebenfalls eine 
symmetrische Funktion der Wurzeldifferenzen ist. 


i 


Fa à de Bruno, Theorie der binären Formen. 


4 
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Zweiter Abschnitt. 

Resultanten und Diskriminanten. 


§ 5. Über die Bildung der Resultanten. 


1. Den neueren algebraischen Methoden liegt die Betrachtung von 
Funktionen zu Grunde, die in Bezug auf die Variahein homogen sind. 

Bevor wir daher in die Theorie der Funktionen eintreten, die 
unter den Namen Resultanten, Invarianten, Kovarianten u. s. w. be- 
kannt sind, soll einiges über die Darstellung homogener Funktionen 
vorausgeschickt werden. 

Es sei 


1) /*(>, 9) = + a 1 z n ~ 1 y + a 2 x n ~*y 2 + . . . + a n y n 

eine homogene Funktion w ter Ordnung der beiden Variabein x und y 
oder eine binäre Form. Setzt man in dieser Form y = 1, so ent- 
steht die der Theorie der symmetrischen Funktionen zu Grunde 
liegende nicht homogene Funktion 

a 0 x n + a x x n ~~ l + ... + a». 

Verschwindet die binäre Form /*(#, y), so entsteht die homogene 
Gleichung 

2) f(x, y ) «= 0, 

die unseren Betrachtungen von jetzt an zu Grunde gelegt werden soll. 

Sind a XJ ..., a n die Wurzeln der Gleichung f (x, y) = 0, so 
kann die binäre Form geschrieben werden 

3) f(%, y) = «o (* -- tt iÿ) •••(« — «»«/). 

Dasselbe Resultat ' erreicht man,, wenn man in der nicht homogenen 
Gleichung 

f 0) = «o (* - «0 0 - s) • • • 0 - o 


für z den Quotienten 


x 


y 


substituiert und den gemeinsamen Nenner y n 


weglässt. 


Also gelten die Sätze über die symmetrischen Funktionen 
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der Wurzeln nicht homogener Gleichungen, vorausgesetzt dass keine 
der Wurzeln unendlich ist, auch für die binären Formen. 

Cayley bezeichnet die binäre Form* 

f(x, y ) = a 0 x n + a 1 x n ~ 1 y + ...+ a n y H 

symbolisch durch 

4) (o 0 , Oj, a n \x, y)\ 

Fügt man den einzelnen Eoefficienten der Reihe nach die Binomial- 
faktoren bei, so nimmt f[x 9 y) die Form an 

5) f{x, y) == «o** + (ï) a i x*~ l y + ( 2 ) V + . • • + «»y", 

die nach Cayley durch die Symbole 

4 0 

0\ («07 n l9 . .., o n \x 7 y) n 

. . («07 «1, —, *nY(X, y) n 

bezeichnet wird. 

Man kann die mit Binomialfaktoren versehene binäre Form auch 
noch symbolisch durch die n te Potenz eines linearen Binoms darstellen, 
nämlich durch 

7) /■(«, y) - (* + «y)", 

wenn man festsetzt, dass nach Entwicklung des Binoms an Stelle 
von 0 * wieder o { geschrieben wird, d. h. dass die Exponenten wieder 
in Indices verwandelt werden. 

Ebenso kann man sich die binäre Form n** r Ordnung, deren 
Eoefficienten mit Binomialfaktoren versehen sind, aus der n*®“ Potenz 
eines linearen Ausdrucks 

( ax + by) n 

dadurch entstanden denken, dass nach Entwicklung der n ten Potenz 
an Stelle der Produkte 

a n 7 a n - l b, a n ~ 2 fc 2 , ..., a n -*V 9 ... 
der Reihe nach die Eoefficienten 

1 

^07 «17 «87 *'*7 «»7 ••• 

gesetzt werden. Führt man statt der Variabein x, y die mit Indices 
versehenen Variabein x 17 x 2} statt a, b die Eoefficienten 6 X , b 2 ein, so 
kann der symbolische Ausdruck für f 


* Diese symbolische Bezeichnung findet sich insbesondere durchgeführt in den 

zahlreichen „Memoire upon Quantics“, die in den Philosophical Transactions von 
Bd. 144 (1864) an erschienen sind. Vergl. auch Cayley in Crelle Journal 34. 

4* 
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/■= (Mi + M)* 

noch kürzer durch das Symbol 

f=b* n 

dargestellt werden.* 

Jede homogene binäre Form w ter Ordnung erfüllt die Gleichung 

n f^ X d l+y d l 
9 dx^^dy 


identisch, was das sogenannte Eulersche Theorem ist. 

2. Es seien die Gleichungen vorgelegt 

8 ) <p = a 0 x^ + a 1 af n - 1 + ... + Om = 0 

9) + b 1 x*~ 1 +... + 6, =0, 
wobei m^>n vorausgesetzt wird. 

Sollen die beiden Gleichungen zusammen bestehen können, so müssen 
dieselben wenigstens eine Wurzel gemeinsam haben, wofür offenbar 
wenigstens eine Bedingung zwischen den Koefficienten von <p und t 
nötig ist. 

Umgekehrt ist auch, wie in Nr. 3 gezeigt wird, nur eine Be- 
dingung notwendig, damit eine einzige Wurzel den beiden Glei- 
chungen gemein ist. 

Leitet man also auf irgend eine Weise aus 8) und 9) eine solche 
Gleichung ab, welche kein x mehr enthält, so hat man damit die 
Bedingung für das Zusammenbestehen der Gleichungen <p = 0, = 

Diese Ableitung heisst „Elimination der Variabein“ und die ge- 
suchte Funktion, die, gleich Null gesetzt, die Bedingung für das Zu- 
sammenbestehen der Gleichungen ausdrückt, die „Resultante von <p 
und ^ u . 

Eine genauere Definition der Resultante und eine Behandlung, 
welche zugleich den Fall mehrerer gemeinsamen Wurzeln um- 
fasst, wird unten Nr. 7 gegeben werden. 

8. Um die Resultante R der beiden Gleichungen = 0,^ = 0 
aufzustellen, bezeichnen wir zunächst die Wurzeln von <p = 0, ^ = 0 
resp. durch 

a i> Ä 2? •••) ßiy 02? *••? 0«? 


von denen wir voraussetzen, dass keine unendlich ist, und schreiben 
die Geichungen in der Form 


* Diese symbolische Bezeichnungsweise ist von Aronhold, Crelle Journal 55 
pag. 97, zuerst eingeführt worden. Durch Clebsch und Gordan ist sie in der 
Folge zu umfassender Anwendung gelangt. Yergl. darüber Clebsch, Crelle Journal 
59, ferner Clebsch, Binäre Formen pag. 28. 
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§ 6. Über die Bildung der Resultanten. 

10 ) <p = a 0 (x — a 1 )(x — tc 2 )...(x—'(x m )== 0. 

11) t = h ßl)(v--ß2)- '(x — ft) =0. 

Haben 9 und ^ eine einzige Wurzel gemein, so muss eine Wurzel 
oc einer der Wurzeln ß gleich werden, etwa 

a i — ft • 

Dies kommt damit überein, dass unter den sämtlichen Differenzen 

«< - ft 

eine einzige verschwindet. Man braucht also nur das Produkt sämt- 
licher Differenzen «,* — ft zu bilden, um die Punktion zu erhalten, die 
in der That verschwindet, wenn irgend eine Wurzel cc einer beliebigen 
Wurzel ß gleich wird. 

Umgekehrt muss auch wenigstens ein Faktor dieses Produktes 
verschwinden, wenn der Wert des Produktes Null ist. Also haben in 
diesem Fall 9 und ^ mindestens eine gemeinsame Wurzel. Wenn 
anderseits kein Faktor des Produktes verschwindet, so schliessen wir, 
dass auch das Produkt von Null verschieden sein muss, dass also die 
Gleichungen 9 und ^ keine gemeinschaftliche Lösung haben können. 
Die angegebene Bedingung ist also notwendig und hinreichend, wenn 
wir schliesslich noch bedenken, dass weder a 0 noch b 0 verschwinden 
können, weil keine Wurzel der Gleichungen unendlich sein darf. 

Das Produkt der Differenzen der sämtlichen Wurzeln von 9 und 
ÿ, nämlich 

12 ) R = a 0 n b 0 m («J ft) (« 2 ft) . . . (cc m ft) 

( a i ft) ( a 2 ft) • • • ~~ ßn) 

(«1 — ft) («i — ft) • . . («m — ft)* 

ist also die Resultante der Gleichungen 9 = 0 , = 0 . R ist eine 

symmetrische ganze Funktion einerseits der Wurzeln ..., a my 
anderseits der Wurzeln ft, ..., ft. Als symmetrische Funktion der 
Wurzeln ist R aber auch eine Funktion sowohl der Koefficienten a 0 , 
Oj, ..., a my als auch der Koefficienten ft, ft, ..., b n . 

4 . R als Funktion der Koefficienten. 

Die Resultante R lässt sich je nach zeilen- oder kolonnenweiser 
Anordnung in doppelter Weise zusammenfassen: 

* Der Faktor a 0 n b 0 m musste eingeführt werden, um die Nenner wegzu- 
schaffen, die durch den Ausdruck der Wurzeln als Funktionen der Koefficienten 

— , ~ auftreten. 

«o ft 
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13) R = a 0 n (ßj) . (ß 2 ) ... (a TO ). 

14) -B = (— 1)'"" V ” 9 (ßi) (fin)- 

Diese Formen der Resultante sind nun geeignet, mit Hilfe des Cauchy - 

chen Satzes (I, § 1,7) Aufschluss zu geben über die Art, wie die 

Resultante als Funktion der Koefficienten auftritt. Aus dem Ent- 
• • 

wicklungsgang jenes Satzes lassen sich die folgenden Schlüsse ziehen: 

a) Die Resultante R der Gleichungen <p = 0, ^ = 0 ist eine 
homogene ganze Funktion sowohl der Koefficienten a 0} ..., 
a m vom Grade n, als auch der Koefficienten fe 0 , ..., b n vom 
Grade m . Sie ist ferner isobarisch und vom Gewicht mn be- 
züglich sämtlicher Koefficienten a 0 , ..., a m , 6 0 , ..., b n . 

b) Sind (p und 'ty beide m** T Ordnung, so entsprechen sich in der 
Resultante gewisse Glieder mit gleichen oder entgegengesetzt gleichen 
numerischen Koefficienten. Man findet aus einem Glied der Resultante 
das entsprechende, wenn man die im Glied stehenden Koefficienten 
jeder der beiden Gleichungen entweder durch die gleich hohen Koeffi- 
cienten der anderen oder durch die symmetrisch gelegenen Koefficien- 
ten derselben Gleichung ersetzt. Die Koefficienten dieser Glieder sind 
gleich oder entgegengesetzt, je nachdem m gerade oder ungerade ist. 
Also gehört bei geradem m ein und derselbe Koefficient zu vier Glie- 
dern der Resultante. Bei ungeradem m sind von den vier Gliedern 
zwei positiv, zwei negativ. 

Beweis von b). Statt die gleich hohen Koefficienten in tp und 
ÿ zu vertauschen, kann man auch statt ßj bez. ßi, ccj in den Diffe- 
renzen setzen. Dadurch geht die Differenz 

cci — ßj über in ßi — «,• = — (ccj — ß { ) 


und jede Differenz in R erhält den Faktor —1, die Resultante also 
den Faktor (— l) mm . 

Um in jeder Gleichung die symmetrisch gelegenen Koefficienten zu 


vertauschen, braucht man nur an Stelle von u, ß bez. - , - einzusetzen. 

a 1 ß 


Dadurch geht aber 


«, -ß über in , 

«,• ßj 

a 0 m b Q m über in a m m b m m , 


und R erhält den Faktor (— l) mm . 

In beiden Fällen aber behält oder wechselt die Resultante das 
Zeichen, je nachdem m gerade oder ungerade ist. 
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5. Die beiden in 4) behandelten Theoreme gestatten bereits die 
allgemeine Form der Resultante für n = m anzugeben. Man verfahrt, 
folgendermassen: Zunächst schreibt man in eine» Zeile A) alle Pro- 

dukte der Koefficienten a vom Gewicht p und vom Grad m. Dann 
schreibt man die analogen Produkte der Koefficienten fe vom cornple- 
mentären Gewicht q = m 2 —p und w ten Grad in eine zweite Zeile B) 
unter die Produkte von A). Man findet dieselben, wenn man in einem 
Produkt der Zeile A) an Stelle von a { den symmetrisch gelegenen 
Koefficienten a m _, setzt und alsdann die a in b verwandelt. Die Pro- 
dukte dieser beiden Zeilen sind Glieder der Resultante. 

Nun stellt man in zwei weiteren Zeilen A') und B f ) die Produkte 
(fe) vom Gewicht p und vom Grad m, und die Produkte ( a ) vom Ge- 
wicht q und vom Grad m untereinander. Dann sind die Produkte 
dieser beiden Zeilen ebenfalls Glieder der Resultante. Die Glieder der 
Resultante, die durch Multiplikation der übereinander stehenden Pro- 
dukte entstehen, sind in Bezug auf die Koefficienten a und b einzeln 
vom Grade m, in Bezug auf sämtliche Koefficienten a und b vom Ge- 
wicht mm. 


Beispiel. 


A) 

ö&O^i ^3 1 

% a i, 

«1 *«<, 

B) 

feg fe 2 &Q , 

h V, 

V b i > 

AO 

K \ ^8 3 

b o V» 


BO 

« 8 a 2 Üq , 


a?a v 


Nun verteilt man die für die Gewichte p und q und den Grad 
m berechneten Produkte der Zeilen A) und B) auf zwei zusammen- 
stossende Seiten eines Quadrats und teilt gleichzeitig dasselbe in soviel 
kleinere Quadrate, als die Anzahl der Produkte vom Gewicht p be- 
trägt, und füllt dieselben der Reihe nach mit den noch zu bestimmen- 
den numerischen Koefficienten aus. Dasselbe geschieht mit den Pro- 
dukten der Zeilen A') und B'). Nach Cayleys Anordnung stehen diese 
Quadrate so, dass ihre Diagonalen in eine vertikale Gerade fallen.* 
Die Anordnung ist für m = 3 (p = 4, £ = 5) und m = 4 (p = 4, 
£ = 12) aus dem folgenden Schema ersichtlich: 

* Cayley, Phil. Trans. 1857 pag. 703: Memoir on the Résultant of a System 
of two équations. 
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6. Berechnung der Resultante R mit Hilfe symmetrischer 
Punktionen. 

Die Resultante R kann in doppelter Form geschrieben werden: 

15) R — affoaf + b 1 a 1 n - 1 + ... + &„) 

(b 0 af +b 1 a 2 *~ 1 + ... + &») 

(b 0 cc m n + + . • . + b n ). 

16) JB - (- l) mn b Q m (a 0 ß x m + (hßi™- 1 + ... + a*) 

(a Q ß 2 m + a 1 ß 2 m - l + ... + a m ) 


(Poßn m + «i ft,* - 1 + ... + a m ). 

Berechnet man diese Produkte, so treten darin symmetrische 
Funktionen der Wurzeln a und ß auf, die sämtlich von der Form 
sind 

Zapaf*..., Eßpßf*..., 


und nach den im ersten Abschnitt angegebenen Methoden als Funk- 
tionen der Koefficienten a 0 , ..., a m , 6 0 , b n berechnet werden können* 

7. Eine naturgemässe Untersuchung aller Fälle des Zusammen- 
bestehens der beiden Gleichungen <p = 0, ^ = 0 muss sich auf die Be- 
trachtung der beiden Formen 

* l ip^b 0 ^ +b 1 ti n ~ 1 +... + K 

(m>n) 

» _ 

selbst stützen, ohne die Begriffe der Wurzeln der Gleichungen cp --= 0, 
tp = 0 einzufuhren. 

Zu dem Zwecke verbinden wir die beiden Formen cp und ^ nach 
der Methode des grössten gemeinsamen Divisors. 

Durch successive Division erhalte man 



cp ip +ti 

ip ^=-S 1 ip 1 +tp 2 

I ^ Sg "f ^8 


ty/A. — 1 BfllP/U “f" ^U-j-1} 


wo S % der Quotient der Division von cp durch also von der Ord- 
nung m — n in x ist, ip x der Rest dieser Division, von einer niedrigeren 


* Diese Methode ist äusserst mühsam. Man vergleiche hierüber Cramer, 
Analyse des lignes courbes 1760, wo selbst die einfachsten Fälle nur mit grosser 
Mühe bewältigt werden. 
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Ordnung als der w ten ,’ etwa von der Ordnung ebenso 8 X der Quo- 
tient der Division von ip durch ip 11 also von der Ordnung n — w 15 
der ßest dieser Division von der Ordnung n t <n x u. s. w., u. s. w.; 
schliesslich der Quotient der Division von ip^ — i durch von der 
Ordnung w^—i — w /M 1>/4+i der Rest dieser Division von der Ordnung 
W/u + l, wo 

ftp -|- X ftfi ft . 

Die Koefficienten in den hier auffcretenden Formen $, S 1 , 

^ + 1 sind alle rationale Funktionen der Koefficienten a,- 

und 6*. 

Rückwärts kann man aus dieser Kette von Gleichungen 18) irgend 
eine der Funktionen ip$ durch (p und ip ausdrücken. Man findet: 

1p/u + 1 = Ip/it — 1 ^ 1p p 

X=SS Ip/U 1 Sfi (ipju 2 S" 1 Ipfil — l) 

== + (1 + Sp S[4— l) Ipn — 1 


und endlich, indem man die Gleichungen 18) für ip M — i, ^— 2 , • 
ip x successiv rückwärts benutzt, für ip^+i die Gleichungsform 

19 ) i^m -|- 1 = P, . (p * 4 " Q/n *ip] 

wo P h und Q fl ganze Funktionen von x sind, P^ von der Ordnung 
n ~ n fii Qu von der Ordnung m — und mit Koefficienten, die rational 
sind in den a, und b { . 

8. Bei der fortgesetzten Division wird man endlich auf einen Rest 
stossen, der gleich Null ist; dieser sei ip ft + 2 . Der vorhergehende Rest 
tp f < + 1 wird dann entweder eine von Null verschiedene Konstante 
sein, also n / < + i = 0, oder eine ganze Funktion von x für n^+iX). 
Wir behandeln der Übersichtlichkeit halber zunächst den ersten Fall 


also tip > 1. 


n 


/<+! 


0, 


Dividiert man dann 19) durch die nicht verschwindende Konstante 
ipfi+ 1 , so ergiebt sich die Aufgabe, zwei ganze Funktionen von x, P 
und Qj bezüglich höchstens von den Ordnungen n— 1 und m— 1, so 
zu bestimmen, dass die Identität besteht 

20) l = P.g>-f$.^, 

eine Aufgabe, die nach unserer Annahme, n^i = 0, ip^ + i nicht ^=0, 
immer lösbar sein muss. 

Um P und Q zu bestimmen, setze man 


21 ) 


| P=p 1 



§ 6. Über die Bildung der Resultanten. 


59 


und vergleiche in obiger Identität 20) die Koefficienten aller Potenzen 
von x von der (m + n — l )* 011 bis zur O* 6 “. So ergiebt sich für die 
m + n Unbekannten 

Po 7 Pli •••> pn—lj Qli •••> Qm — l 


das System von m + n linearen Gleichungen 

( 0 — a oPo Mo 

0 = a t p 0 + a Q p l + Mo + Mi 

0 — a *Po + <*i Pi + «o Pt + Mo + Mi + b o 


22 ) 


0 — MmPn — 2 + 1 Pn — 1 ”f" b nQm — 2 "f“ b n — 1 Qm — 1 

l 1 == ^mPn — 1 + b nQm — 1* 

Die Determinante dieses Systems: 


23) 


n o = 


«0 

«1 

a i 

• 

• • • • 


«0 

«1 

«0 

«s 

«1 

• • • • 

«* ... 

• 

• 

• 

• 

• • • • 

h 

\ 

h 

• 

• 444 


h 


h 

• 4 4 4 



h 

h 

b t ... 

• 4 4 4 


a 


m 


K 


.welche aus n Reihen der a ( und m Reihen der 6 t besteht, verschwin- 
det nicht, da die Gleichungen 22 ) andernfalls nicht zusammen existieren 
konnten. -Bezeichnet man die Unterdeterminanten von D 0 , genommen 
nach den Elementen der letzten Kolonne , bezüglich durch 

24) -Do,oj D 0 ,i, ^ 0,07 •••? l) 


so wird 

■®o 9 Pi ) 1 -®o • Ï? “ ^0, j 

und die Gleichung 20) wird 

j ~ n ~~ 1 -1 

25) D 0 = ç> .Jj? Do, y 1 4o,j 3^~ s 

3=0 i=o 

wo nun die 


1 

5 


alle ganze Funktionen der Grössen a { und 6 » sind. 

Umgekehrt kann man auch die Determinante D 0 immer, gleich- 
viel ob sie verschwindet oder nicht, in der Form 25) darstellen. Zu 
diesem Zweck braucht man nur die erste Kolonne mit # m + n—1 , die 
zweite mit x m +n “ 2 , etc. zu multiplizieren und alle so vorbereiteten 
Reihen zur letzten Kolonne zu addieren. $s ergiebt sich 
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25a) 


A- 


«0 

«1 


• 

• 

• • • • 

X n ~~ l (p 


«0 

«1 

«2 

• 

• 

• • • • 

• • • • 

Cd* 2 (P 
• 




«0 

a l 

• • • 

xq> 





«0 

• . . Q/fi i — i 

<p 

fco 

fcl 

fc* 

• 

• 

• • • • 



K 

h 

fc* 

• 

• • • • 

a 



• 

• 

fco 

• 

»1 

• • • • 
. . • bfi 

• 

Xtl> 

1 




'fco 

• • • ~bn — 1 

i> ; 


was, nach der letzten Kolonne geordnet, genau die Gleichung 25) ist. 

9. Wir wollen nun ebenso die Gleichung 19) für irgend einen der 
Beste etwa X ç von der Ordnung p, explicite herstellen, gleichviel ob 
der letzte Rest konstant ist oder nicht. Der Faktor von a# in 

Xfj sei dabei gleich 1 gesetzt. Es muss dann immer möglich sein, 
die folgende Gleichung identisch zu erfüllen: 

26) X 9 = P.<p + Q.1>, 

wo nun P und Q ganze Funktionen von x , höchstens bezüglich von 
den Ordnungen n — p — 1, m — p — 1 , sind (w ]> n > p) , nämlich 

P =p 0 x n -v~ l +p l x n ~«- 2 + ...+P«-«.-i 

27) | Q =3 0 a?“-p- , + î 1 af n -4'- i! + ...+î B1 _ç_i 


x# 


+ r t x^ 


— i 


+ ... + fp- 


Die Vergleichung der Koefficienten gleich hoher Potenzen von x 
von der (m + n — p — l) ten an bis zur 0- ten ergiebt dann aus 26) für 
die w + w — 2 p Unbekannten 

Poj Pi? •••) Pn—Q— l) •••) i 

das System von q linearen Gleichungen 

fO = a 0 p 0 +\q 0 

0 = a iPo + a oPi +Mo + b 0 q t 

0 = <h Po + a t Pl + «0 Pt + &8Î0 + &1Î1 + 


28) {0 
1 




— 2ç — 2 P 0 + • • •+ — ç — 1 Pn — ç — l"f“ — 2q — 2 Qq~\~ b n — ç — 1 Qm — ç — 1 

— 2^—1 Po“f“ — çPn — ç — 1 — 2q — l{Zo”b — ç Çm — q — 1 

— %(>Po — (H-l P« — ç — — 2ç Q_q “b 


'■^’ç — q— 1 Po "4” • •~\~&mPn — ç — 1 ”4” — Q — 1 (?0 H“” "4” b n Qm — q — 1. 

Die der Deutlichkeit halber in dem System 28) stehen gelassenen 

Grössen a t , bk, deren Indices 

i > fviy h > n 

werden, sind dabei gleich Null zu setzen. 
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Da die Gleichungen 28) zusammen bestehen, so verschwindet 
die Determinante Bq aus den Eoefficienten der ersten m n — 2ç 
Gleichungen dieses Systems nicht; aus denselben bestimmen sich die 
p und q eindeutig, und die letzten q Gleichungen liefern dann bei ge- 
gebenen r l7 r 2) . . ., ç Relationen für die 6*, d. h. sie bestimmen 
diese Grössen r 1? r 2 , eindeutig, so dass man keine andere Funk- 
tion X Q als den Best aus der Gleichungskette 18) erhält. 

Die Determinante B q wird 


29) 


B 


Q 


d 0 

«1 

d 2 

• • • 

• &m-\-n — 2ç — 1 


«0 

<h 

d % .. 

• dm-\-n — 2q — t 

• 

• 

• 

°0 

• • • 
d x . . 

• • 
• (bn — q 

*o 

h 


• • • 

bm-j-n — 2ç — 1 


k » 


6g 

• b m n — 2 q — 2 

• 

• 

k 

• • • 

\ .. 

• • 

• b n — q 

(«< 

= 0, 


= 0 für 

i>m y i>w). 


Die Unterdeterminanten von Bq nach den Elementen der letzten 
Kolonne genommen, seien bezeichnet bezüglich durch 

60) Bq, 0) Bq, 1, •••} Bq, h — Q — 1, 0} lj ••»7 *4q ,m O — 1) 


so wird 

Dq *Pj “ Dq , ? Do . Qj = <4 q j 
und die Gleichung 26) stellt sich so dar 


j = n— n — 1 j = m — 

31) .X { , = tp + 4>.£ 4,,; • ar-t-J-K 


j=m — o — 1 


}= 0 j=0 

Bestimmt man die Werte der r aus 28), so ergiebt sich Xq noch 
in ausgerechneter Form, die sich so schreiben lässt: 


3 2)D,..X t - 


% d x ttg • • • dm-\-n — 2o — 2 (P / m-\-n — 2a — 1 3$ + (lm+n—2Q 3$ 1 + • • •) I 

% (l{ @2 • • • — 2o — 3 — 2o — 2 3j^~\~ d m j^. n — 2^ — 1 3/' “f“ ...) 

' i 

a 0 flj . . dm — o — 1 (p>m — q 3s' "i“ dm — o-J-1 3f* -f“ • • • “I“ ®m) 

K h b, ... — 2o — 2 ( — 2q — 1 3$ “f“ bm-\-n — 2q3$ * “f~ • • •) 

b 0 bi b 2 . . . bm-\-n — 2(i — 3 — 2(> — 2^“f’^ro-j-» — — 1 3s' * “h •••) 

b 0 bi ... b n — q — i ( b n — q -j” b n — ^-|-i oc^ -j- . . . “f* 6 n ) j 

(aj = 0, bk — 0 für t>w, Ä>w). 


Hierbei sind also sowohl Bq.Xq , als auch die Grössen Bq,j und 
in 31) ganze Funktionen der d und b. 
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Umgekehrt lässt sich die durch 32) definierte Funktion p** Ordnung 
Dq.Xq immer in der Form 31) darstellen, gleichviel ob D ^ (und die 
übrigen Koefficienten dieser Funktion) verschwindet oder nicht. Zu 
diesem Zwecke braucht man nur wieder die Kolonnen der Determinante 
32) der Reihe nach mit 


zu multiplizieren und zur letzten Kolonne zu addieren, so tritt an 
Stelle dieser letzten Kolonne bezüglich 


x H 


0 — 1 


<P 


x 


n — o 


<P 


9 , 




und man hat die verlangte Darstellung von 32) in der Form 31). 
Aus 28) und 32) folgt noch das Theorem: 

Bei der Entwicklung 18) tritt ein Rest vom Grade p 
auf oder nicht, je nachdem D„ (29) nicht verschwindet oder 
verschwindet. 


10. Die Theorie der Resultante und der gemeinsamen 
Faktoren von <p und ist eine unmittelbare Anwendung der 
Formeln von Nr. 7, 8 und 9. 

Sobald die Funktion 

l(V + i 

in 18) identisch verschwindet, ip fl aber nicht, so ist ^ ein Faktor 
von t^u_ i, • ••, also von ç> und und jeder q> und t gemein- 

same Faktor ist auch nach den Formeln 26) und 31) ein solcher von 

also ist dann ^ der gesuchte grösste gemeinsame Faktor. Ist 
^4.1 konstant und von Null verschieden, so haben (p und keinen 
gemeinsamen Faktor. 

Beachtet man nun die Darstellung der Reste in 32) und das 
Theorem am Schlüsse des vorigen Artikels 9, so ergiebt sich der 
Hauptsatz für das Zusammenbestehen von (p und ^ in folgen- 
der Form: 

Wenn D 0 (29) nicht Null ist, so haben \p und # keinen 
Faktor gemein. 

Wenn D 0 ==*0 ist und D r (29) nicht Null, so haben q> und 
if einen Faktor erster Ordnung, nämlich D 1 X i in 32) und keinen 
höherer Ordnung gemein. 

Wenn D o = 0, 7) 1 = 0, D 2 nicht Null, so haben <p und ^ 
genau einen Faktor zweiter Ordnung, D 2 X 2 , gemein u. s. w. 
Allgemein: 

Wenn D 0 = 0, 2^ = 0, ..., 2) ? __ i==0, Dy aber nicht Null ist, 
so haben tp und ^ einen Faktor p ter Ordnung, 2) () Ä^, (32), und 
keinen Faktor höherer Ordnung gemeinsam. Dabei ist D^X^ 
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eine ganze Funktion der Koefficienten von (jp und Ebenso 


sind 


die Quotienten 



— bis auf Potenzen von D~ ganze 
X ç 


Funktionen der Koefficienten von (p und Wird endlich 

7>o = 0, D x = 0, Dn-^ 0, 

so ist ^ selbst Faktor von <p. Hiernach ist 

. 2)0 = 0 

die notwendige und hinreichende Bedingung, dass (p und i p 
überhaupt einen Faktor gemein haben. 

Man nennt deshalb die ganze Funktion D 0 der Koefficienten a { 
und bi 


die Resultante der beiden Formen (p und 

Wir werden unten (Nr. 15 in diesem Paragraphen) zeigen, dass 
- D 0 dieselbe Funktion ist, welche in Nr. 3 dieses Paragraphen als 
Funktion R aufgestellt worden ist. 

11 . A nmerkung. Die Bedingungen, dass tp und ^ einen Faktor 
p* 1 Ordnung gemeinsam haben, lassen sich noch in anderer Weise aus- 
drücken. 

Bringt man nämlich in diesem Fall die Funktion (p — l) ter Ordnung, 
die aus 32) durch Vertauschung von p mit p — 1 entsteht, auf die 
Form 31), so zeigt sich, da der gemeinsame Faktor ^> ter Ordnung nicht 
in diese Funktion teilbar sein kann, dass alle Koefficienten derselben 
verschwinden, und man hat die Identität 
33) 0 « P(p + Q ÿ , 

wo nun P eine ganze Funktion von der Ordnung n — p, Q eine ganze 
Funktion von der Ordnung w — p vorstellt, nämlich 


34) 


{«: 


P=p 0 X*-9 +p 1 X n -V~ l + ...+p n - Q 

q 0 x m “p + qxX™-*- 1 + . . . + q m -Q 


Dabei können p 0 und q 0 nicht Null sein, da diese beiden Grössen nach 
31) mit 2)ç_ 1}0 , 4 q — i,o, d. h. bezüglich mit b 0 D Q und « 0 D ? , die nach 
dem Theorem in Nr. 10 nicht verschwinden, übereinstimmen. 


Um nun die Identität 

35) 0 = P'<p + Ç> 

zu lösen, wo P f und zu bestimmende ganze Funktionen von den 
Ordnungen n— 1 und m— 1 sind, nämlich 

o ß N | - P ' “ A *"- 1 + • - + P '»-1 

} \ Ç' = ÿ 0 a5>»-i + 3' 1 ^- î + ... + 2' n .-. 

kann man die Identität 33) mit einer beliebigen ganzen Funktion 
(p -- l) ter Ordnung 
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» 

37) L — ÄqOcR * -{ - * -j- . . . “j- Xq i 

multiplizieren und setzen 

38) P' = P.L, <$ = QL, 


und man wird immer Lösungen von 35) haben. 

Durch Vergleichung der Koefficienten in den beiden Identitäten 
38) findet man aber die Lösungen 



p'o-PoK 

P i = H" 

p'i =Pi^o +PlK + 1 > 0^2 


I Pn — L — Pn — Q — 1 

4 o = %^0 
4l = 4l^0 4o^l 

4% Ä #2^0 + 4l K + 4o A 


* Qm — 1 4^ — Q — 1 * 

Diese durch das System 39) gegebenen Lösungen enthalten die q 
willkürlichen Parameter 

^0? A.Î ^ Q — 1 

. ^ « 

in linearer und homogener Weise und ferner auch in von einander un- 
abhängiger Weise, wie schon die ersten q Gleichungen des Systems 
wegen des nicht verschwindenden p 0 zeigen. 

Dieses sagt weiter aus, dass das aus 35) entstehende System von 
m + n linearen Gleichungen — das in 22) gegeben ist, wenn man 
dort die linken Seiten alle gleich Null setzt und die p, q mit p\ 4 
vertauscht — das System 39) von Lösungen mit q von einander un- 
abhängigen, linear und homogen eingehenden Parametern zulässt. Nach 
einem bekannten Satze über die Auflösung linearer Gleichungen* ver- 
schwindet also nicht nur die Determinante D 0 dieses Systems, sondern 
auch sämtliche Unterdeterminanten von D 0 erster, zweiter, ..., his zur 
(ff— l) ten Ordnung inclusive. 

Umgekehrt folgt aus diesem Verschwinden der Unterdeterminanten 
von D 0 auch das Verschwinden von 


A; A; •••} A — 

da diese Grössen, mit Potenzen von a 0 oder b 0 multipliziert, zu jenen 
Unterdeterminanten gehören. 


* Baltzer, Determ., § 8,2, IV. 
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Die Unterdeterminanten p ter Ordnung von D 0 verschwinden nicht 
sämtlich, da aus demselben Grunde sonst auch D g verschwinden 
wurde, woraus noch folgt, dass man in 39) alle Lösungen von 35) hat. 

Schliesst man also wieder den Fall unendlicher Wurzeln, d. h. das 
Verschwinden von a 0 und b 0 aus, so hat man an Stelle unseres Theo- 
rems auch das folgende: 

Die notwendige und hinreichende Bedingung, dass qp 
und ÿ einen Faktor p ter Ordnung und keinen höheren gemein- 
sam haben, ist die, dass sämtliche Unterdeterminanten 
(p — l)* 61 Ordnung der Resultante D 0 verschwinden, aber nicht 
sämtliche p ter Ordnung. 

Während aber das Haupttheorem genau q von einander unabhängige 
Bedingungen angab, liefert dieses Theorem mehr als q Bedingungen, die 
aber noch von einander abhängig sind. 

12. Wir betrachten nun die einzelnen Methoden der Elimination, 
die von den Mathematikern vorgeschlagen worden sind, nämlich die 
sogenannte dialytische Methode von Sylvester* und die ab- 
gekürzte Methode von Bézout**. 

Sylvesters dialytische Methode lässt sich unmittelbar an 
unsere obigen Entwicklungen anknüpfen. Mit dem Gleichungssystem 
(22) dieses Paragraphen besteht nämlich offenbar auch eines von folgen- 
der Form für m + n Unbekannte : 

#0J *•*? — i 

— 1 "4" — 2 "4“ — 3 "4" • • • "4" — \. x q == /o 

«0 ~\~ n — 2 ”1“ x m -f- n — 3 "4“ • • • + ft'm 4- n — 2 x q ~~ 

«0 X m + • • • + a m X Q~ fn — \ 

b 0 X m n — 1 ”4“ X m- j- n — 2 ”1“ b.} x rh-\- n — 3 "4“ • • • “f“ b w-f-» — 1 X q === f q 

K X m + ji — 2 "4“ b± x m-\-n — 3 "4“ • • • H“ — 2 x q === f j 

b Q X n -\- ,..-\-b n X o = f'm—} 

(a t =-0, &* = 0 für i>m, h>n). 

Aber die Form dieses Systems führt sogleich darauf, dasselbe 
durch ein anderes zu ersetzen. Setzt man nämlich überall 

xQ statt 

so geht auf der rechten Seite des Systems 40) 

* Sylvester, Philos. Magazine 1840, Nr. 101. 

** Bézout, Mém. de Paris 1764, pag. 317. Vergl. Jacobi, Crelle J. 15. 

Fa à de Bruno, Theorie der binären Formen. 5 
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fh in x n — h — l ip 
f\ in 


über und man hat das System 

a 0 x m + n — 1 + a 1 # m+n “ 2 


<7 0 Æ m + n ~ 2 


+ a 2 x m t w “ 
+ a 1 x ,n + n ~ 


s 

3 



= x” - 1 . g? 
= x w “ 2 . (p 



a 0 x m + ... + a m = (p 

b 0 x m + n — 1 + b x # m + w — 2 + b., af n + n ~~ 3 + . . . 

6 0 x m + n - 2 + 6 1 x m + w ~ 3 + ... =- x m 


_ S)ß flft ' ' ' 1 


— 2 




&0 ^ + • • • + &« = 

Dieses ist das System, von welchem die dialytische Methode 
direkt ausgeht. Man kann nämlich auf der linken Seite x m + w_1 , 
# m +»— #° als die m + n Unbekannten eines linearen Systems 
betrachten und erhält dann, indem man das System insbesondere nach 

x 0 auf löst, die Relation 

D 0 . x° = D 0 — Ptp + Ql>, 

was die Gleichung 25) dieses Paragraphen ist. 

Wenn nun <p und ^ einen Faktor gemein haben, so muss der- 
selbe auch in D 0 enthalten sein, d. h. D 0 verschwindet dann: D 0 ist 
also die Resultante von <p und i>. Lässt man sodann in 41) die 
erste und die (n+ l) te Gleichung weg, so ergiebt sich, indem man die 
zwei letzten Glieder jeder Gleichung zu einem, mit dem Faktor x°, 
zusammenzieht, also z. B. die (w— l) te Gleichung so schreibt: 

a 0 X m 4* Q' 1 X m ~~ 1 + : • • + flm — 3 x 2 + (flm — 1 % + a m) . X® = <)P, 
ein System von m + n — 2 Gleichungen mit den m + w — 2 linear ein- 
gehenden Unbekannten 

/Y*7ll 4" 71 — 2 /y*Wl "4* ‘•t 1 /y>2 /y»0 • 

j w j • • t ^ *4/ ^ i A/ ^ 

und löst man dieses System nach x° auf, so erhält man die Deter- 
minante 32) in der Form 31) ausgedrückt für 1, d. h. wenn 
nicht Null ist, den gemeinsamen Faktor erster Ordnung. 

Dieser Faktor erster Ordnung liefert also eine gemeinsame Wurzel 
von <p = 0, ^ = 0. Bezeichnet man dieselbe mit a und führt a statt 
x in das System 41) ein, so verschwinden auf der rechten Seite alle 
Glieder, und vermöge D 0 = 0 liefert dann das System 41) noch fol- 
gende Darstellung für die Potenzen dieser gemeinsamen Wurzel 
42) a m + n — 1 : «m+«-2 : ... : a 1 : 1 = R 0 : R 1 : ... : R m+n ^ : R m + n - 1, 

wo die Rk die Unterdeterminanten von D 0 nach den Elementen irgend 
einer, etwa der ersten Zeile genommen, vorstellen. Diese Rk ver- 
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schwinden nach Artikel 11 dieses Paragraphen nicht sämtlich, da 
nicht Null sein soll. 

Bei einem gemeinsamen Faktor zweiter Ordnung hat mau in 41) 
die erste und zweite , sowie die (n+ l) te und (w + 2) te Gleichung weg- 
zulassen, um den Ausdruck 32) in der Form 31) für q = 2 zu erhalten; 
lässt man nur die erste Gleichung von 41) weg und fasst in den 
übrigen Gleichungen dieses Systems wieder je die zwei letzten Glieder 
zu einem zusammen, so verhalten sich die Potenzen irgend einer der 
beiden gemeinsamen Wurzeln wie die Unterdeterminanten nach den 
Elementen einer Zeile der (w + w — l)reihigen Determinante der so 
modifizierten Gleichungen 41) u. s. w.* 

Beispiel. Für 


43) 

wird 


D' 


A 




\ 9 

= a 0 x 2 + a t x-\- a 2 




l 

— i 0 ot? + b t x + \ 


a 0 

«i 


0 



0 

«0 

«i 

& 2 

^2 &0 

«i b 2 - a 2 \ 

K 

h 

h 

0 “ : 

i 

"o h~ a iK 

®o ^2 a i h 

0 

K 


b 2 i 



«0 

«i 








Ist Z) 0 *=0, D x nicht Null, so wird der gemeinsame Faktor 


j a 0 a t x + a 2 i^ a 0 a x a 0 a 2 

1 &0 & "I" b 2 i h , i ^ i 

Wird 

Z) 0 = 0 und Dj *= 0, 

so schliesst man aus bekannten Determinantensätzen, dass, wenn a 0 
und b 0 nicht beide Null sind, alle ersten Unterdeterminanten von D 0 
verschwinden müssen und <p durch ÿ teilbar ist. 

13 . Die Determinante D 0 kann in eine m-reihige zusammen - 
gezogen werden.** Dasselbe wird aber auch unmittelbarer durch die 
Bézoutsche Eliminationsmethode geleistet. 

Man kann nämlich die beiden Funktionen <p und die wir hier 
zunächst als von gleicher Ordnung m voraussetzen: 


* Eine eingehende Darstellung der Beziehungen zwischen den Unterdeter- 
minanten von D 0 und Kombinationen der gemeinsamen Wurzeln von <p = 0, — 0 

findet sich bei Gordan, „Über den grössten gemeinsamen Faktor“, Math Ann. 
VII pag. 433. 

** Vergl. über die Transformation von D 0 Baltzer, Determ. §§ 11, 12. 

6 * 
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( p = a 0 af l + a 1 x m ~ 1 + . . . + a m 
^ = b 0 x m + b l x m ~ 1 + . . . + fe m 


mit je zwei solchen Funktionen i ter Ordnung (wo i = 0, 1,2,..., m — 1) 

A«, 

multiplizieren, dass man in 

45) k®(p — (i = 0, 1 , 2 , . . . , m — 1) 


m verschiedene ganze Funktionen (m — l) ter Ordnung in x erhält. Zu 
dem Zwecke setze man 


46) 

so wird 


f k^ = b§ x * 4 b^ 3$ 1 4 • . . 4 bi 

\ fi (0 = a 0 x' + x*~ l + . . . + »f, 


47) A (0 9? — ii {i) ÿ = 


6 0 4 • • • 4 bi b§ x m 4 • • • 4 b m 


! a 0 x * 4 . . . 4 a f - a 0 ^ 4 . • . 4 «m 
b 0 x* 4 . . . 4 bi h+x af 1 “*— 1 4 j f . +2 a»— ' 


(IqX* 4 ... 4 öf/ i à? 


m — # — 1 


4 a i -f 2 ^ 


m — * — 2 


4 • • • 4 b 
4 • • • 4 a 


was nun gleich einer Funktion ( m 
bezeichnen wollen durch 

48) Mi = Ci o x m ~ l 4 CiiX in ~ 2 4 • 


— * l) ter Ordnung geworden ist, die wir 
• « 4 £*, m—i (i — 0, 1 , 2, . . . , m — 1) , 


was ein System von m Funktionen (m— l) ter Ordnung liefert. 
Hierbei ist, wenn man 


setzt, 



a,i bk — o>k bi — di k (ßi, i = 0 , di k = — dk i ) 

c% o = di 4. 1, o 
Ci l = ^*4-2,0 4 di+1 , 1 
\ Ci 2 — di 4-3, 0 4 di 4-2, l 4 di 4- 1, 2 


V. Ci t m — 1 — @m, i • 

Dabei wird für h > i: 

en — Cki = rf/ 4 - 1 ,* 4 df/ 4 - 2 ,*— 1 4 4 dk ,* 4-1 = 0 , 

d. h. 

Ci k == Ck i • 

Versteht man unter x eine gemeinsame Wurzel von <p = 0, 
^ = 0, so hat man für dieselbe* 

Mq =-■ 0 f Wj = 0 , • • . , M m — i 0 , 

und wenn man aus diesen m Gleichungen die linear eingehenden 
Potenzen 


* Cauchy, Exerc. d’Anal. 1840 pag. 398. 
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50) 


G 0 = 


X 

0 A>1 

, U/ , . . . , 

af n ~ 1 


sich 

die Resultante als 

die ' 

c oo 

C 01 

• • • Co, m — 

i 

*10 

m 

*11 

« • • • 

• • • Ci, m — 

• • • 

•i 

• 

Cm — 1, 

vH 

vH 

1 

é 

© 

• • • Cm — l, 

m — 1 


Sei ferner gesetzt 



1 

! C 00 C 01 

. • . C 0 , m — ^ — 1 

51) 

Q = C IQ C ll 

^ | • • • • • 

• • • Cj, m — Q — 1 


1 C m — q — l, 0 Cm — 

Q — 1,1 ••• Cm — q — 1, m — | 

und 

i 

Coo ^01 • • • Co, m - q - 2 

Co, m-Q-l Xfl -}- Co, m-Q ^ 

52)*H 

^10 ^11 • • • Ci, m-Q-2 

Ci, m - q - 1 X& "f - Ci, m .Q X$ 


-l 

-l 


also 


Cm-ç- 1,0 Cm-ç-l,l ••• Cm-Q-ljn-Q-i Cm-Q-\,m-Q-\X$-\-Cm-Q-l,m-Q'E^ . • - l~Cm-ç-l,m-l 

Fq — CqocQ 


so wird, indem man die Kolonnen von Fq der Reihe nach mit 


x 


m — 1 


X 


m — 2 




, 

multipliziert und zur letzten Kolonne addiert 


53) F q = 


°00 

*10 


'01 


'11 


• • • Co, m — q — 2 

• • • Ci , m — Q — 2 


U { 

U t 


0 


oder 


Cm — Q — 1,0 Cjtj — q — 1,1 ••• ('m — Q — 1 , in — q — 2 Um — q — l 

Fq = P ( ? } . (p + 

da -m,— — ist. Dabei werden QW Funktionen (m—p— l) 46 ' 
Ordnung in x. 

Aus dem letztem Grunde ist Fq nach pag. 61, sobald C Q nicht 
verschwindet, einer der Beste aus der Kette 18), welche durch Divi- 
sion von gp und ÿ entstehen. Man erhält also, genau wie in 10), 
den Satz: 

C 0 = 0 ist die notwendige und hinreichende Bedingung, dass <p 
und 4> einen Faktor gemein haben. 

Ist C 0 = 0, C x = 0, ..., C e _i = 0, C Q aber nicht Null, so haben 
<p und ÿ die Funktion p 4er Ordnung F Q (52) als grössten gemeinsamen 
Faktor. 

•Hiernach muss C Q mit D 0 bis auf einen leicht zu erhaltenden 
Zahlenfaktor übereinstimmen, und in der That sind beide homogene, 
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ganze Funktionen m tex Ordnung der Koefficienten jeder der beiden Formen 
( p und f. Ebenso müssen G\, ( 7 2 , ... bezüglich mit D l9 D 2 , ... bis 
auf numerische Faktoren übereinstimmen. 

Die ersten Unterdeterminanten von C 0 haben noch eine bemerkens- 
werte Eigenschaft.* Seien dieselben bez. nach dem Element c ik mit 
d ik bezeichnet. Maù hat nun zunächst 

da = Ski. 


Wenn nun C 0 = 0, aber die d ik nicht alle verschwinden, so haben 
<p und tl> eine Wurzel « gemein, für welche 


also 


Wenn daher 
so wird auch 


a m ~~ r : a m ~* = d rk • d 9k 
cc m * : cc m 1 = dks :d l9 

a m ~ r . a m ~ k _ d rk . dks = drk_ 
a m ~ 8 . a m ~~ l d 9 k .d l9 d l9 a r '+ k 

s + / = r + k 9 



Ô 


rk 


und man kann d rk mit d r +* bezeichnen, indem sein Wert nur von der 
Summe der Indices r und h abhängt. 

Die Gleichungen 

54 ) drk = d sl = d r _j.jfc für r + k = s + l 

gelten aber poch, wenn auch C 0 nicht Null ist. Denn dieselben können 
nicht vermöge ( 7 0 = 0 erfüllt werden, weil C 0 in Bezug auf die Koef- 
ficienten von höherem Grade ist als die d rk ; daher müssen 54 ) Iden- 
titäten werden. 

Für die gemeinsame Wurzel a yon = 0, ^ = 0, hat man für 
(70 = 0, C t nicht Null 


d 0 :d t :d 2 : ... dsm — 2 = a 2m ~ 2 : a 2m ~~ 3 : a 2m ~ 4 : . . . : 1. 

Anmerkung 1. Noch ist zu bemerken, dass man die Bedingungen, 
dass 9 und ÿ als grössten, gemeinsamen Faktor eine Funktion p ter 
Ordnung besitzen sollen, auch so ausdrücken kann: 

Es müssen alle Unterdeterminanten (p — l) ter Ordnung von C 0 
verschwinden, ohne dass alle p ter Ordnung verschwinden. 

Anmerkung 2. Bisher war in dieser Nummer überall 


vorausgesetzt. W enn 


n = m 




* Jacobi, Grelles Journal 16 , pag. 106 . 
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so gehe man doch zuerst von zwei Formen m ter Ordnung aus und stelle 
die Funktionen C Q und F$ nach der in dieser Nummer angegebenen 
Methode auf. Alsdann setze man in 


4> = b 0 x m + b i#*- 1 4 . . . + b m 

6q= =*= . . . = b m — n — 1 === 0 

und erhält so die Resultante etc. für die beiden Formen 

<p = a 0 x m 4 a^ 1 — 1 + . • • 4 a m 

s== b m — n X^ -j- b m — n _|_ i Xj’ 1 4 •••4 bmy 

aber noch mit Faktoren behaftet. In der That ist C 0 die Determinante 
der m in den 

/y»0 /yil sv*7H — 1 

•V y w y • • • j »V 

linearen Formen 

W'O , Wj , • • • j TA m — 1 


und Ton diesen werden die m — n ersten zu 


m 0 a 0 4> 

= — («o* + °i) ^ 


Um — n — 1 — («o* 


m — n — 1 


4 1 % x x 


m — n — 2 


4 • • • 4" — 


Man kann also, um die Determinante C 0 zu bilden, an Stelle 
dieser Formen auch deren lineare Kombinationen 

a 0 t^, a 0 #^, a 0 x 2 ÿ) ..., a Q o^ ni ~~ n '~ l ‘ip 

Go 


setzen, und C 0 hat daher a 0 m ~ n zum Faktor. 

eigentliche Resultante von cp und ip. 

Beispiele. 1. Für m = 2, nämlich 

<p = a 0 x* 4 a x x 4 a 2 
= b 0 4 b x x 4 b 2 


« tr - 


ist dann die 


wird 


a 


o 


«*I0 

d a 


d« 


a A -%b x a 2 b 0 -a 0 b 2 


(i 2 (Iq b 2 (i 2 b 2 


wird 


^20 

‘20 ^ 21 

G 1 = d 10 — b 0 &Q b l , F 1 = d l0 x 4 ^o* 

2- Für w = 3, nämlich 

tp = QqxP 4 a^x^ 4 d 2 x 4 
ip = b 0 x 3 4 b l # 2 4 b 2 x 4 b 2 


C 0 - 


Ci- 


«*10 ^20 
^20 ^80 4^21 


^80 «* 


^10 


<L 


20 


81 
d%o 

d$o 4 ^21 


d 

d 

d 


30 


81 


82 


Q <*10 • 



72 
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d 10 d^x -j- d\ 


30 


^20 (^30 "f” d% i)^ 4" ^3i 

F 2 — d] qX* -f - d% qX + ^3o* 

3. Für m = 4 wird 




dio 

d%o 

^30 

d*o 


d$o 

d$o + d 2i 

^40 "t" d$i 

du 


d$o 

dm + ^3i 

d^i "1" d$2 

<?42 

? 

d^o 

d u 

d^2 

d±s 


d 10 

d%Q 

d^o^ “f- ^40 



d$o 

d^~\~d 21 

(^4o d$i)x + d± i 

d$o 

^40 ^81 

(^41 "4“ dtß)x -J- d±2 


etc. 


14. Die Bézoutsche Methode hat von Cayley eine wesentliche 
Umgestaltung erfahren.* Wählt man nämlich für A (,) , yfl die beiden 
Funktionen , , N / N 

<p(y), 

wo y eine neue Variable vorstellt, so ist die Differenz 

55) V(x)i>(y) — il>(x)y(y) 

teilbar durch 

y — x. 

Der Quotient ist eine ganze Funktion von x y y von der Ordnung 
m— 1 in Bezug auf jede Variable und kann dargestellt werden in 
der Form 

i - -m— 1 k - m — 1 


56) 

oder 

57) 
oder 




1= 0 Jfc=— 0 


* “I” m — l)ÿ m * 

+ (twc*- 1 + ^x*- * + ...+ d, m _i)tr~* 

+ • 

( “I“ (pm — 1,.** * “f ~ Cm — 1, 1 Xf 11 ^“1“ . -*H ~ Cm — i,m — l)j/\ 


(i = 0, 1, 2, m — 1). 

Versteht man wieder unter x eine gemeinsame Wurzel von <p = 0, 
^=*=0, so verschwindet für dieses x auch die symmetrische Funktion 

9> ( x )fÿ) ? (y) 

y — x 




* Cayley, Crelles Journal 53 pag. 366. Note dazu von Borchardt, Crelles 
Journal 53 pag. 867. Eine gelegentliche Bemerkung findet sich schon bei 

Hermite, Brief an Borchardt, Crelles Journal 62 pag. 47, Fussnote. 



§ 5. Über die Bildung der Resultanten. 
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für jeden Wert von y, also verschwinden für die gemeinsame Wurzel x 

auch die sämtlichen Funktionen 

* 

Wq î ^1 > • • * ) — 1 j 

was unmittelbar die Bézoutsche Resultante liefert. 


Beispiele. 1. Für m = 2, nämlich 

9>(«) = « 0 ^ S + a l x + a i , (p (y) - a 0 y 2 + a v y + a 2 
^0®) — 6 0 a;* H- a? -f- fti , 4> (y) = b 0 y 2 + b t y + b 2 

wird 

® (*» y) = = y K a i 6 o - «o ^i) * + («* i« 

“f" 1 • [(#2 »o «0 ^ 2 ) “f” (®2 

Für (p(x ) *= 0, ^>(#) = 0 ist 

w 0 = K 6 o - Mi> + (Mo ~ M 2 ) = °7 
U 1 = (Mo — M 2 ^ + (Ml — Mi) = 0, 

woraus sich die Resultante C 0 ergiebt: 


M*)] + 

^ 2 )]* 


q Mo ^0^1 ^ 2^0 ^0^2 

0 ~ j Mo - M* Ml — M2 

2. Für 3, nämlich 




wie oben. 


qp(#) = a 0 x? + a x ^ 2 + a 2 # + H 

t 0*0 = 6 0 + fe i + M + fe 3 

9>(y) = « 0 y 8 + ^y 2 + »*y + « 3 , 
t (y) = & 0 y 8 + 6 i y 2 + M + & 8 

wird 

®( x -j) ?(*)»(y)-»( g )y(y) 

\ y _ X 

= y 8 { A \ - a 0 ft i) + 0* & 0 - «o *0 * + («8 fy) - «0 & s ) } + 

+ y { («A - «<A) x2 + OA - «(À) * + («A - «i &*)»}+ («A - «i fe s) + 

+ 1 { (« A ~ a o h) x% + («8 6 i ~ °A) « + Ob h - a i b a) 1 ” 

= (Coo* 2 + C 0l x + c 0i )t/ 2 + (c 10 a:* + c 11 x+c 12 )y + 

+ (cso^ 2 + c n x + c 22 ) = « 0 y 2 + «!«/ + 

Versteht man unter x eine gemeinsame Wurzel von <p(#) = 0, 
4>(%)=* 0, so ist auch 

w 0 = 0, ^=0, w 2 =-=0. 

Also verschwindet die Resultante 



c oo 

C 01 

C 02 

<*10 

^20 

^30 

<?(,*= 

C 10 

C 11 

*12 

^20 

^80 + ^21 

^31 


C 20 

C 21 

c n I 

^30 

d u 

( hi 


15. Z usammenhang zwischen den Determinanten 1) Q (23) 
und Cp (50) und der Funktion (13) 
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Zweiter Abschnitt. Resultanten und Diskriminanten. 


R = a 0 n ÿ («j) ...ip (a m ). 

Um nachzu weisen, dass das Produkt R mit der Determinante D 0 
identisch ist, multipliziert man D 0 mit einer Determinante (w + w) ton 
Grades, nämlich mit* 


58) 


Q = 


! ^m+n-1 

ft m + »-* . . . 

1 

ft m + »-l 

a m4-n — 2 

P 2 

1 

• • • 
«^* + »-1 

# • • • • 

f m-4-n — 2 

• • • 

• 

l 

« g m+»-l 

gy m-\- n — 2 

«2 • • • 

1 


Das Produkt dieser beiden Determinanten ist nach der Multiplikations- 
regel der Determinanten wieder eine Determinante ( m + n) ten Grades: 

/V'VO i) ßz n ' 1 <p(ßi)-ß» n ' 1 <p(ßn) «/>(«*) •••«^”'^0») 

ßi n ' r <p(ßl) ßi n '*9(ßz)"ß« n ' il <p(ß«) «1 "‘*9 Ol) a 2 n î< P (“s) ••• a ni n ' 2 <P («m) 


59)2 = 


ßl 9 (ßi) ßz9>(ßz) -ft 90») «l 9 Ol) «2 9 (“ 2 ) ■■•«»fW 
9 (ft) 9 (ft) ... 9> 0®«) 9 Oi) 9 O 2 ) - 9 («-») 

ßi n ' l i>(ßd ft m 'VÖ 2 )-|3n m ' 1 90») «i m "VOl) a 2 ’’"V02)-«m m ' 1 90m) 

ft”“ 2 9(ft) ßz”‘-*il’(ßz)-ß« m Mß») «i m 'VO,) cc/‘- 1 i>(a^...a n r s t(cc m ) 


ßi 9 (ft) ßi 9 (ßi) -ft 9 (ft) «1 9 Ol) «2 9 O 2 ) 
9 (ft) 9 (ft) - 9 (ft) 9 Oi) 9 0 2 ) 


®./« 9 Om) 
9 0*m) 


Da nun 

9 Oi), 9 O 2 ), 
9 (ft), 9 (ft), 

sämtlich verschwinden, so ist 


• « 4 


• • > 


9 Om) , 
9 (ft) 


P = 


ft“~ ‘9 Oi) 

... ft»- 1 9, 0») 

0 

... 0 

• • • • • 

9 Oi) 

• ••••• 
* * * (ßn) 

• ♦ • • 

0 

... 0 

0 

... 0 

^ («j) 

• • • ^ (^»0 

• • • • • 
0 

... 0 

• • • • 

9 Ol) 

#•••#•• 

... ijj (&rn) 


ft «- 1 9 (ft) ... ft «- 1 9 (ft) | | «/‘-‘V-Ol) ••• «m m_ 1 90m) 

9 (ft) ••• 9(ft) i 


9 (ft ) ... 9 (ft) rl> («j) ...t/, (ß m ) 


■ 7p Ol) ... 9 0 m) 

ft »“ 1 ... ft »“ 1 


... 1 


/y /W 1 gy TH 1 


1 


... 1 


* Borcbardt, Crelle Journal 57 pag. 183. Vorher schon hat Hesse (Tor- 
tolini Ann. Bd. 2 1868, pag. 5) den Nachweis auf analoge Weise durch Multipli- 
kation mit der Determinante der Potenzsuxnmen s geführt. 


« 


\ 


§ 6. Eigenschaften der Resultanten. 
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Also 

60) jp— (— l )*- 4 — -M 

Non ist identisch 


61) 

also 

62) 


<? = (- l)* 0B+ " > < "‘ +, ‘“ 1) • , • • -, ft,«, • • -, O - 

- (- 1) W—‘ )+t . . . ,« m ). J(ß lr . .,ß n ) ; 


0 


-Do“ ö ..^(a m ) = iü. 


Um den Zusammenhang zwischen (7 0 und jß nachzuweisen, multi- 
pliziert man ebenso (7 0 zweimal hintereinander mit der Determinante 
für a m ) und erhält, wenn wieder 


<p(x)t(y)~ 

y- 

-X jï-j 

CikX"‘~ k - 

- 1 y m — i 

~ l =*Q(x,y) 

gesetzt wird 

* » K 






«,) 

®(«i. 

a 2 ) .. 

• ®(“n 

a m ) 

63) C 0 jd(a i9 ... } 

„ )2 ^( a 2; a i) 

**in) 

• • • • 

• • • 

« 2 ) •• 

• • 

• ®(«î» 
• • • 

CCm) 

• • 


<D(a m , a,) 


«*) •• 


a».) 

Es ist aber 







d>(a f :, «*) = 0 für fc ^ i, 
®(«#, «0 = - 



x=a. 


daher 


— a 0 i> («<)(«,— «J («,• — a 2 ) t ) . (a, — a ( + ,) ... (<*,• ■ — a„, ) , 


und 

64) 


C 0 . J (a x , . . . , a m y = 0 («i , <*i) • («*, cc i )...'I> ( , a m ) =• 

“ (— 1 ) i (m + Oa 0 m . //(äj, . . . , a,,,)*. ^ (a,) ^ (« 2 ) («m) 


C 0 = (— l)W”*+ l > . o 0 » . ip («j) 4 , («j ...i> (a,„) = 
= (-l)i”‘ <m+1) . a 0 "*- n . B. 


§ 6. Eigenschaften der Resultanten. 

1. Sind ç>(a;) und 4 > (x) die vorgelegten Formen und ist 

1 ) (p (x) = ^( æ ) . & 2 (x ) . . ., 

so ist die Resultante von <pX%) und tl>(x) das Produkt 

2) . ^ JB = 0 1 . 0 2 ..., 

wo 0 n 0 2) ... bezüglich die Resultanten der Formen 
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Zweiter Abschnitt. Resultanten und Diskriminanten. 


(*), ^(*); &2( x )> ÿ( x )'-> 

bedeuten. 

Sind ß ly ß 2 , . .., ß n die Wurzeln der Gleichung = 0, so kann 
R bekanntlich in der Form (§ 5, 4 ) 

3) B - (- l)" 1 " (ßl) <P (ßi) ■■ ■? (ßn) 

dargestellt werden. Ersetzt man nun die Funktion cp (ßi) durch das 
Produkt 

9 (ßi) = #1 (ßi) (ßi) • • • , 

so erscheint R in der Form 

4) B = (- \)T n b 0 m » 1 (ß l ).9 l (ßJ...9 l (ßn) 

®2 (ßl) • (ßi) • • • ^2 (ßn) 


Nun ist aber, wenn die Ordnung von &i(x) ist, 

(- l) m ‘ M K li Mßl) Mß 2 ) (ßn) 

die Resultante 0, der Formen also, da Umi- 

R = d 1 d 2 ... 


m 


2. Die Resultante R der Gleichungen 

9> = 0, tl> = 0, 

wo <jp von der m ten , ^ von der n ten Ordnung ist, genügt der 
partiellen Differentialgleichung 


5 ) 


dB,. . , dB, 


'da. 


da. 


da 


m 


, , dB,. A . dB, dB n 

+ WP 0 + (n — 1) b x + . • • + On— 1 -r-.“ — 0. 


db t 


dk 


db n 


Beweis. Nach § 5, 3 kann R in der Form geschrieben werden 

R = ct 0 n b 0 m (cx 1 ß x ) ( cc 2 ßi) . . • (cc m ^ 1 ) 

(cc l — ß 2 ) (a 2 — ß 2 ) • • • (cc m — ß 2 ) 


(&l ßn) (&2 ßn) * * * (&m ßn) j 

die sich nicht ändert, wenn man x mit x f -\-h vertauscht, weil die 
Konstante h in sämtlichen Differenzen verschwindet. Bezeichnen wir 
nun die Koefficienten der durch die Substitution x = oé + h trans- 
formierten Gleichungen gp = 0, ip = 0 bezüglich durch 


-^ l ) •••> -® 0 ) •**) -® 1 


n; 


so bestehen die Identitäten 



§ 6. Eigenschaften der Resultanten. 
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Aq a 0 

A l =a i +ma 0 h 

= «2 + (m — 1) «i h+ a ü h' 2 

-^■s = ®s + ( w ~ 2) a 2 A + ^ m g ^ «t A 2 + o Q h 8 

-4»/ ~ ' O'm ”f" Qm — 1 A + 0> m _ 2 A 2 + . . . + Ä w 
-®o =_ A 0 

2?! — A x + wA 0 A 

5,“6b+(*»-l)6!A+(5)M 8 

-Bs - A a + (» - 2) b 2 h 4- ( n 2 ’) h A 2 + ( 3 ) A 0 A 3 

-B« - An “h An— iA + A M _ 2 A 2 + . . . + AqA*. 

Durch die angegebene Substitution geht die Resultante ii, die 
etwa durch 

bezeichnet werden möge, über in 

R — -F* • • •? -^wïî ^o, • • •? Rn)* 

Bezeichnen wir nun die Variationen der Koefficienten a 0; ...,a m , 
6 0 , ...,A w in 6) bezüglich durch da 0 , ..., da m , dA 0 , dA n , so ist 

JR = F (cf‘Q -J - d Aq , • . . , fl« -J - d , Aq "f" d Aq , . . . , An — f - d A n )« 

Entwickelt man R r nach dem Taylorschen Satz für mehrere Va- 
riable, so ergiebt sich die Differentialgleichung 5}; denn R r fallt mit 
JR zusammen und alle Koefficienten der verschiedenen Potenzen von A, 
das ganz beliebig ist, müssen verschwinden, insbesondere der von A 1 . 

Setzen wir die allgemeine Form der Resultante nach § 5, 4 als 
gegeben voraus und bezeichnen wir die numerischen Koefficienten der 
Resultante zunächst unbestimmt durch A , Jß, ( 7 , ..., so verschwindet 
für diesen Wert von R die Gleichung 5) identisch. Also verschwinden 
die Koefficienten der einzelnen Glieder und es entsteht ein System von 
Bedingungsgleichungen, aus dem die Koefficienten A , 1?, ..., berechnet 
werden können; z. B. die Resultante von 

(p-=a 0 x 2 + a 1 x + a 2 ~^0 • 

= Aq x 2 -j-; b x x b 2 === 0 
lautet in allgemeiner Form 

R =- A (a 2 b 2 + a 2 b 2 ) + B (a 0 a x b x b 2 + a x a 2 A 0 A t ) + 

+ C(a 0 a 2 b x 2 + a 2 A 0 A 2 ) +D . (a 0 a 2 b 0 b 2 ) 

und die Gleichung 5) wird 


R K ? ? • • • j Mm ) Aq , Aj , . . . , b n ) 
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(«o 


8R , 
~ + o, 


8R\, 

° dbj + 


8R, h 9R_ n 

da, +bl dh " °* 


d fl'j i/ i/j/ v i «2 v 1^2 

Setzt man hierin den Wert für J2 ein und setzt die Koefficienten 
der einzelnen Glieder gleich Null, so hat man 

JL "4“ B = 0, 

2? + C = 0, 

2-B + 4£+Z> = 0. 

Wählen wir -4 = 1, so ist 

J? = — 1 , (7=1, D=-2 

und B hat die Form 

jR ■= « 0 * V + w — « 0 *1 &i - «1 % & 0 &, + «o fl 2 2 + a t 2 b 0 \ - 2 a 0 a 2 b 0 b a = 

= («„&* - « ä 6 0 ) 2 - (o 0 &j - Oj & 0 ) (a,6 2 - a 2 &,). 

3. Wenn eine gemeinsame Wurzel der Gleichungen <p = 0, 


v 

8 ) 


1 « /y» • /y »2 • 

• iv • «X/ • 


• /jj/W 


1 * /v* • /y »2 • • /y» 

• « 4 / • tv • • • • • tv 


n 


wird, 

so ist 



dB 

dR 

dR 

dB 

d d m 

o a m — i 

da m _* •" 

da 0 

dR 

dR 

dB 

dR 

' db n - 

db n - 1' 

db n ^2 

o 

• 

• 


Beweis, da,, da* seien solche Variationen von a, und a*, dass 
für die gemeinsame Wurzel x 


d. h. 


ôai + 8 '- do,. = 0 

£7 ( %{ Odjc 


9) * a^~ , 'da,- + ^~*da**=0. 

<p + dgp = 0 und ^ = 0 haben dann noch immer die gemeinsame Wurzel 
x . Da also auch die Resultante B-\- dB von tp + d tp und ^ ver- 
schwindet, so ist 

10 ) 


A /? A i f> 

d /<«=-- öa,-f „ da*=-0, 
p a, ö a* 


woraus unmittelbar mit Rücksicht auf 9) folgt 

dB. dB 


ii) 


y r m — Î . k 

|A/ • *A/ • 


dal da k 

was auch gilt, wenn ß mit b vertauscht wird. Giebt man i und k 
alle Werte von 0 bis m resp. n , so folgen 7) und 8). Vorausgesetzt 
ist aber in diesem Satze 3, dass die Differential quotienten von B nicht 
identisch verschwinden, d. h. dass <p und ^ nur eine Wurzel gemein- 
sam haben. 

Anmerkung 1. Aus den Proportionen 


§ 6. Eigenschaften der Resultanten. 
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dR dR . . dR dR 

• rptn — t . /y^n — K . 

_ • _ ' w • tv *■ 1 % r\ 1 

dcti ddk à bi dbk 

folgt 

Igv dR dR dR dR ^ 

ddi dbk dük dbi ’ 

eine Gleichung, die fur = 0 gilt, d. h. die linke Seite von 12) ist 
durch R teilbar. 

Anmerkung 2. Weil #*#*== #*'+*, so ist 

dR dR dR dR 


12a) 


0, 


dam da m — t — * da m — k dd t 
und die linke Seite ist ebenfalls durch R teilbar; z. B. für m = 2 

dR dR io 


dd% ddr 



2 


- (V - 4b 0 b 2 ) . R. 


Anmerkung 3. Ersetzt man in der Gleichung ^ = 0 die Po- 
tenzen von x durch die ihnen proportionalen Ableitungen von R nach 
den Koefficienten a t -, so ist 


13) b { 


dR 


+ h 


dR 


dR 


0 o /, l q - I ^2 d _ i - - » - « 0 

Odm — n v d m — n-j-i Od m — n-\-2 0'd m 


-j- . . . -j“ b n 


dR 


0, 


giltig fur R = 0. Aber die linke Seite ist durch R nicht teilbar, denn 
sie ist bezüglich der a { nur vom (n — l) ten Grad , sie muss also iden- 
tisch verschwinden. Für m — n hat man so die beiden Gleichungen 

dR . dR . , zR A 

14) a, aiT + a i ÏT + • • • + a >» a j. = °» 


® # db 0 ' db t T ' ' ' ' “ m 
, dB dB . v ** A 

Oo - h &i ' + • • • + b m r ■ - =0, 

da t da m 


cb m 
dR 


15) v ° da, 

die identisch erfüllt sind, unabhängig davon, ob R = 0 oder nicht. 

4. Haben die Gleichungen* 

o, 

wo g> von der tw* 6 ", t von der n ten Ordnung ist, eine gemeinsame 
Lösung, so genügt dieselbe auch der Gleichung 

dg) di}) dg) dt 
dx dy dy l)x 

denn man hat für die homogenen Formen die Gleichungen 


16) 


0, 


17 ) 


dtp dtp A 

dt , Ot 

x 7 + y = nt =--0. 
cx * oy 
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18) 


0. 


Nun verschwinden q> und i/> für solche Werte von x , t/, die nicht 
beide Null sind, also verschwindet für dieselben Werte die Determinante 

bip d<p 

j ! dx dy 
! dx/j dx p 
| dx dy 

Diese Determinante heisst die Funktionaldeterminante 
oder die Jacobische Determinante der gegebenen binären 
Formen ip(x, y) und xl>(x^y\ Sie soll mit J bezeichnet werden* 
5. Sind die binären Formen 

9 0 , y), (%, y ) 

beide von der m ten Ordnung, und ist x , y eine gemeinsame 
Lösung der Gleichungen <p = 0, ^ = 0, so verschwinden für 
diese Lösung die ersten Ableitungen nach x und y der Jaeobi- 
schen Determinante der gegebenen Formen: 

19) 0, d / 

J dx dy 

Beweis. Aus den Gleichungen 


- 0. 


folgt 

20 ) 


bip , dw 

dxf> bty 
mib = x^- + y-- 

dx y oy 


xJ = m 


(* 

yj=m (^— ip 


dxp 

dy 




dtp 

dy 


) 


e *+*z) 


dx dx . 

Bildet man nun die Ableitungen von xJ } yJ nach x und y, so 


kommt 


21 ) 


X 


dJ 


dx 

J 


=- (m — 1 )J+m(jp 


c*ip 


d 2 xp 

— ib 

dx dy bxcy, 


bJ ( 
x — = m ( w 
by \ 


y 

dJ / d*ty . , ö*qj\ 

y ex-"i~' r ix‘ + *aj) 

(- 1 ‘* 


d 2 xp 

dy * 


18, 


— f 


9 ) 

dy*) 

b 2 xl> Ä 2 


bJ , 1\ 7 I 

y d y z=z v n ~~ + ™ 


c/ 


Für ip 


*4* ÿ 

dxdy * bxby, 

0, xp = 0, J= 0 ergiebt sich dann unmittelbar 


<P) 

dy) 


dJ dJ 
dx dy 


* „Jacobian“ nach Cayley. Grelle Journal 52, pag. 276. 



§ 6. Eigenschaften der Resultanten. 
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dj ßj 

Anwendung. Für m = 3 sind — , — ebenfalls von der dritten 

° dx 7 oy 

Ordnung. Daher kann die Resultante der kubischen Formen aus tp = 0, 
dJ dJ 

iO = 0, — = 0, — = 0 in der Form berechnet werden 
T 7 dx 1 dy 


a* 


a i 

h 


a< 


a 


s 


h V 1 v 2 V S 

3 6 g 3 ög a 0 Jg | ßg ^3 ^3^1 

^0 ^2 ^2 ^0 &3+ ^2 ^2 ^1 ^3 ^0 ^ ^3 ^ 2 #2 63 2 O3 &2 

6. Sind die binären Formen tp(x,y), ÿ(x,y) bezüglich von 
der m ien und w ten Ordnung (m>w) und ist x , f/ eine gemeinsame 
Lösung der Gleichungen 9 = 0, ^ = 0, so ist für diese Lösung 

dJ dj dtp dtp 
dxdy dx' dy 
dJ dJ dil> dÿ 


22 ) 


dx'dy dx' dy 
Beweis. Aus 17) folgt 


23) 


dty dtp 
* dy * dy 

T ^ ^9 


und durch Differentiation nach x und y 

dJ T dtp dÿ dtp d i; , d 2 tl> 

x — + J=m- T - - n - • — + mtp-- f r 

dx dy dy dx cx cy 


x 


y 


- y 


dx 

dJ 

dy 

dJ 

dx 

dJ 

dy 


ni; 


d 2 tp 

dx dy 


, .dtp di; t d 2 i; , d 2 tp 
K dy dy ^ dy 2 dy 2 


, \dtp dtp d*i; 


ni; 


d 2 tp 

dx 2 


d 2 tp 


T dtp di; dtp di; . d 2 i; 

j — m—L., n~ \-mtp ni; , 

dy dx dx dy ™dxdy ^ dxdy ’ 


woraus für 9 = 0, ÿ*0, J= 0 das folgende System sich ergiebt: 

(m — h) 


24) 


dJ 

x-— ■■ 
dx 


d J 

x — =(m — n) 

dy 

d J 

yy x -( m ~ n ) 

dJ , . 

yj y =( m ~ n ) 


dtp 

di; 

dx 

dy 

dtp 

di; 

» 

dy 

dy 

dtp 

di; 

dx 

dx 

dtp 

- - - • 

di; 

dx 

dy 


Daraus folgen die behaupteten Proportionen. 

Faà de Bruno, Theorie der binären Formen. 


6 
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7. Transformiert man die binären Formen 

9 >(*,*), ♦ (*,*) 

durch die lineare Substitution 


25) 


f x = pu + qv 
\ v = 


y=^p f u + ç/v 

in Funktionen der Variabein u } v, so ist die Resultante der 
transformierten Formen gleich der Resultante der gegebenen 
Formen, multipliziert mit 

{p<i—p'q) mn . 

Beweis. Sind a lf ..., a m , ß u ..., ß n bezüglich die Wurzeln der 
Gleichungen 

9> = 0, 

^ = 0, 

so können die beiden Formen als Produkte geschrieben werden (§ 5, l), 
nämlich 

26 l t = \{x-ß l y)...(x-ß n y). 

Nun gehen die Faktoren 

x-ctiy, x-ßjy 

durch die Substitution 25) bezüglich über in 

(y - «,y) („ - • «). Cp - Art (“-y «) 

und q> und ÿ folglich in 

® = «0 9> (p> i>') (« — «)..*(«— ^ o) , 

\ p — tiiP / \ p — a m p’ /' 


I 9> = «o( x — a i3/) •••(* — «>«y) 


27) 


«'-s„*0,rt (“- J ') • 


Nach § 5,3 ist aber die Resultante R von g> und ^ das Produkt 
von a 0 n b 0 m mit allen Differenzen der Wurzeln a und ß von = 0, 
^ =■= 0. Durch die angegebene Substitution geht nun die Differenz 

«< - ßj 

über in 

4 ßj - 2 pq'-p'q 


p - «,y - fty (i> - a.y) o - ßjp') 

Da bei der Transformation 

«o in a 0 .<p(p,p') 
b 0 in b 0 . t O, p') 


i\ ( a * ßj)' 
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übergeht, so hebt sich in der transformierten Resultante der Nenner 
weg und R geht über in 

28) R' = (pqf-p r q) mn .R. 

Anmerkung. Transformiert man die nicht homogenen Formen 

9>0). *(*) 

durch die Substitution 

p’s + q’' 

und bildet die Resultante der transformierten Formen, so wird dieselbe 
ebenfalls gleich der Resultante von qp und multipliziert mit der 
mn ien Potenz der Substitutionsdeterminante pq 1 — p f q. 

8. Wenn man an Stelle der binären Formen w ter Ordnung 

9 >(*,*)» ♦(*,*) 

die linearen Funktionen derselben 


® = p<p + qil> 1 

¥ = pt <p + i> j 


einführt, so ist die Resultante von (D und von der Resul- 
tante der Formen qp und ip nur um einen Faktor, der eine 
Potenz der Substitutionsdeterminantepÿ— p f q ist, verschieden. 

Denn in der m-reihigen Determinante, wie sie die Bezoutsche 
Methode liefert, erhält unter obiger Voraussetzung jedes Element den 
Faktor p<(— p f q 9 die Resultante also den Faktor (pq! —p f q) m - 


Anmerkung. Hat man 


df df 

y dx ’ dy 


wo 


29) 


/■= a 0 xf‘ -f (ia 1 xt— i y+(^Ja i xf— a y > + ... + a fl y>‘, 


so hängt die Resultante von ,qp und ^ von den Koefficienten von f ab. 
Transformiert man nun f durch die lineare Substitution 


#*= pX + q Y 
y-^p'X + glY 

d F d F 

in F(X 9 Y), so ist die Resultante von - gleich der Resultante 

CA 0 jl 

df df 


von 


dx ’ dy 


d. h. gleich der Resultante von qp, multipliziert mit 

(pq f “ rfqY (/< ~ 1) . 


6* 


Denn man hat 
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dF If ,»f , 


SF df , ,df , ,, 


wodurch mit Rücksicht auf die Sätze 7 und 8 die Behauptung be- 
wiesen ist. 

Also giebt es für jede binäre Form eine gewisse Funk- 
tion der Koefficienten, die bei einer linearen Transformation 
der Variabein der Form sich nur um einen von den Substi- 
tutionskonstanten abhängigen, von den Koefficienten der 
Form aber unabhängigen Faktor ändert. Diese Funktion ist 
im vorliegenden Falle, wie man leicht sieht, das Produkt der Quadrate 
aller Differenzen der Wurzeln von f=0* 

Cayley hat gezeigt, dass jeder binären Form eine unendliche 
Mannigfaltigkeit derartiger Funktionen zugehört, unter denen jedoch 
nur p — 2 von einander unabhängig sind. Für /a = 2, 3, 4, 5 sind 
diese Funktionen unter der Bezeichnung Invarianten in den Tabellen 
am Schlüsse dieses Werkes enthalten. 


. 9. Transformiert man die binären Formen 

,y)> *(* ,y) 

durch die Substitution 
31) x = f(u,v), «/ = $»(«, t>), 

wo /*, g beliebige binäre Formen von m, v, aber von gleicher 
Ordnung q bedeuten, in 

® («»*)> 

so ist die Resultante vön U? gleich einer Potenz der Re- 
sultante von (p, multipliziert mit einer Potenz der Resul- 
tante von /*, g. 

Beweis. Setzt man wieder 


(p = a 0 (x — a l9 ) . . . (x — a m y ) 
il> = b 0 (x-ß l y)...(x-ß n y) 

und transformiert, so sind d>, 2 F durch Produkte darstellbar, nämlich: 

32) ® = a 0 n(f-a i9 ), W=b 0 II (f- ß j9 ). 

Offenbar haben und eine gemeinsame Wurzel, sobald die Glei- 
chungen 

f-«i 9 = 0, f-ß j9 = o 

eine gemeinsame Lösung haben, d. h. sobald die Resultante derselben 


* Vergleiche den folgenden Paragraphen. 
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verschwindet. Die Resultante von f— cc { g, f—ßjg ist aber nach dem 
Vorhergehenden gleich der Resultante von f , g , multipliziert mit einer 
Potenz von («,• — ßj) 9 ist also von der Form 

(«< - ßi) q Q, 

0 

wo Q die Resultante von /*, g , q die Ordnung dieser Formen bedeutet. 
Jeder Faktor der Produkte (32) liefert aber einen Ausdruck (a* -- ß/) y 
dessen Verschwinden anzeigt, dass 0 und W eine gemeinsame Lösung 
haben, also ist die eigentliche Resultante von 0 und *I r von der Form 

Q mn .R% 

wo R die Resultante von <p, Q die Resultante von /*, g bedeuten. 
Beispiel. Man transformiere die binären Formen 

<p = a 0 x 2 + a Y xy + a 2 y 2 
i> = b 0 x 2 + b 1 xy + b 2 y 2 

durch die Substitution 

x=p 0 u 2 +p L uv +p 2 v 2 

y = q 0 u 2 + q t uv + q 2 v 2 
in 

® (*»»)» w («>»)> 
dann ist die Resultante von 0, *F: 

\( a oh- a Ay-(%h~ a iK)( a A- a A)]%i¥h^2(ioy-(p^i~ih%)(jh^-PÆ)y- 

Anmerkung. Setzt man wieder 




df 

dy' 


wo f eine binäre Form bedeutet, 


so ist die Resultante von -J- eine 

dx dy 


Funktion der Koefficienten von f. 


Ersetzt man nun in f x } y durch beliebige zwei Formen gleicher 
Ordnung von w, v , wodurch f in F übergehe, so geht dabei eine ge- 
wisse Potenz jener Funktion bis auf einen Faktor in die entsprechende 
Funktion von F über, z. B. für 


/'= a 0 x 3 + 3 a x x 2 y + 3 a 2 xy 2 + a 3 y 3 


die Resultante von 


df df 
dx 5 dy 


(a 0 a 3 - a t a 2 ) 2 — 4 (a 0 a 2 - a*) (a x a 3 — a 2 2 ). 
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§ 7. Diskriminanten. 

1. Sei f eine binäre Form m iQr Ordnung von x , y (deren Koeffi- 
cienten mit den Binomialfaktoren 



m\ m (m — 1) . . . (m ■— i + 1) 

i) 1.2 — i 


angeschrieben seien) und bezeichnen qp und 4> die durch m dividierten 
Ableitungen von f nach x und y: 


t 



\ 


/'= a 0 x m + x m ~ l y+Q) a i ^ m_2 y* + • ■ • + (^*) «m-i xy m ~ l +a m y m 

v^lndäT a ° ajm_1 +( ,W T 1 ) a i x m ~ i y+(^ n ^~ 1 )«2 x’ t ‘~ s y 2 + ■■■+ a m - 1 y m ~ l 

^ = ~ n l~ =a i jf æ m_ y + • . •+ a m y rn - 1 , 


so heisst die Resultante von 


1 df 


und 


_1 

m 


df 


d. h. die Re- 


m dx m dy' 
sultante von qp und ^ die Diskriminante der Form f. Sie soll 
durch d (f) bezeichnet werden.* Zunächst gelten folgende Sätze: 

a) Die Diskriminante 4(f) ist eine homogene ganze Funk- 
tion der Koefficienten a 0 , a n ..., a m (2m — 2) ten Grades. Denn 
die Formen qp und ^ sind ( m — l) ter Ordnung, ihre Resultante also vom 
Grade m — 1 + m— 1 = 2m — 2 in Bezug auf die Koefficienten a 0 , . . 
die in beiden Formen enthalten sind. 


b) Die Diskriminante ist vom Gewicht m(m — 1). Denn das 
Gewicht ist, die Gewichte analoger Koefficienten von qp und ^ als gleich 
betrachtet, das Produkt der beiden Ordnungen, also gleich (m — 1 )(m— 1). 
Da aber die Indices von ^ um 1 höher sind als die von qp, so ist das 
Gewicht (m — 1) (m -- 1) + m — 1 = m (m — 1). 


2. Die Diskriminante von /, d. h. die Resultante von qp 
und ^ ist auch gleich der Resultante von qp und /*, geteilt 
durch a 0 , und ferner gleich der Resultante von f und ge- 
teilt durch a m , also 


* Der Name „Diskriminante“ rührt von Sylvester her, Philos. Magaz. 
1851, „Extension of the dialytic method of élimination“. Von Gauss war der 
Name „Determinante der Funktion f u gebraucht worden. Werke 3.Bd.pag.38. 
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Beweis. Die binäre Form f erfüllt die Identität 

, df df 

' dx dy 

f=x.q> + y.i!>, 

B (?>, /) = B (ç>, y-l>) = R(<p,il’)-K(<p,y)- 


oder 

4) 

also ist 

5 ) # 

Nun ist 

6 ) 

also bat man 


R (tp, y>)^J (f) 

BO, y)=o 0 . 


4{f) = ~R{<p,f). 

Ebenso findet man 0 

7) j R (/', qf>) = R (xip, il>) = .R (x, ÿ). 

Nun ist wieder 

' R (Xy == öfjnj 

also 

*(/>). 


8 ) 


a 


m 


Anmerkung. Bildet man die Resultante von f und <p nach der 
dialy tischen Methode von Sylvester, so ist die erste Kolonne der De- 
terminante D 0 durch a n teilbar. Der Faktor von a„ ist dann die Dis- 


"0 


o 


kriminante von f ; z. B. sei 


/*= a 0 x 2 + 2 a x xy + a^y\ 


so ist 


(p = a 0 x + a x y, 
und die Resultante von f und tp hat die Form 


! «o 

2a t 

«* 


1 

2a x 


B (f, tp) = R (tp, f) = a 0 

«i 

0 

= «0 

1 

«i 

0 

0 

o 0 

«i 


0 

a 0 

«i 


a, 


! a 


0 


a t 


o 


a, a, 


2 


= a Q . R (a 0 x + a t y, a x x + <%y) = a 0 R (ç>, t) = a 0 <d ( / ). 


3. Setzt man in f(x,ÿ) y = 1 und bezeichnet die Wurzeln 
von f=0 durch a 17 a 27 a w , so kann die Diskriminante 4(f) 
durch das Produkt der Quadrate aller W T urzeldifferenzen von 
f— 0 dargestellt werden, nämlich 

9 ) A (/) = (“ « 2 » •••» “«)*> 

wo d(u X7 a 2 , «,») das Produkt aller Wurzeldifferenzen be- 

deutet (vergl. §§ 3 und 4). 

Das Verschwinden der Diskriminante sagt also aus, dass 
/*= 0 eine mehrfache Wurzel besitzt. 
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Beweis. a 0 .4(f) ist nach Nr. 2 gleich der Resultante von f 
und q>j also nach § 5, 4 

10) B(f, q>) = a ü J (f) = f («,) f (a 2 ) (a m ). _ 

» 

Nun ist aber («J = a 0 (cc i - a 2 ) («^ — a 3 ) . . . (« x - «,„) 

11) f (a 2 ) = a 0 (a 2 — a x ) (a 2 — a s ) . . . (a 2 — a m ) 

f W = «o (“s “ a i) («s — «a) - • • («3 “ “-») 


mithin 


12) a 0 4(f) =-• 


1) 

Ç 1) 


2771 — 


(« 2 — a x ) 2 (« 3 — « x ) 2 . • • (« m — a,„ - 1) 2 = 

^ ^ (ü-i j ) *"j ®w) j 


also scliliesslich 


13) 


HO 


(-l)i 


m (m — 1 ) 


2 »» — 2 


. /I , Ofg ^ • • • , • 


Anmerkung. Nach § 4,2 kann die Diskriminante A (/*) durch 
die Potenzsummen der Wurzeln s t dargestellt werden, nämlich in der 

Form ls s s , 

öq °1 • • • °m — 1 


14) à (/) = 


( 771 — 1 ) 


2771 — 2 


$ 771 — 1 $771 • • • $2 m — 2 


(-l)i 


771 ( 771 — 1 ) 


.„ 2771 — 2 Q 


4. Nach den Entwicklungen des § 5 kann man nun verschiedene 
Ausdrücke für die Diskriminante A (f) anschreiben. Man hat z. B. nur 

\ () f 

die Determinante für cp = — — , = — — zu nehmen und hat dann 

m dx m dy 

i fm — l\ (m — 1\ 

j ^0 l | 1^1 I 2 I ^2 * * * * ®7 ïî — 1 

(m — 1\ /m — 1\ 

#0 I | I • • • ■ I ^ I ^771—2 ^77» — 1 


15) ^(/) 


/m— 1\ 

a 0 1 j«! 

(m — 1\ fm — l\ 

l ^ I ^2 l g I Û&3 . . . . d m 

_ /m— 1\ /»*-- 1\ 

I | I dg .... I | I ®77] 


^7/1 — 1 


-i a r 


(m — 1\ 

Hi) 


a. 


eine aus 2m — 2 Reihen bestehende Determinante. 
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Auch der grösste gemeinsame Faktor von <p und ÿ ergiebt 
sich nach § 5,9, Formel 31) und 32). 

Sei derselbe eine Funktion p ter Ordnung. Die Bedingungen dazu 
sind, dass alle 2 (m — 1 ) — (q — 1) = (2m — q — l)-zeiligen Unterdeter- 
minanten von d ( f ) verschwinden, aber nicht alle ( 2 m — q — 2 )-zeiligen, 
Bedingungen, die sich nach § 5 auch noch anders ausdrücken liessen. 

Dieser grösste gemeinsame Faktor sei 



/i = b 0 x (t + (i) b y + (2) b 2 xQ~ 2 y 2 + ... + bçyv. 


Die linearen Faktoren desselben kann man in ein Produkt ord- 
nen, nämlich 

17) fi-V'V' — Vr, 

wo die U von einander verschiedene, ganze homogene Funktionen von 
#, y sind, ferner <.p 2 <... < 2 ^ ist und ein U aus lauter verschie- 
denen linearen Faktoren besteht, so dass also die Diskriminante 
keines der U verschwindet. 

Alle diese Funktionen tf* sind auch Faktoren von f und 
zwar das in f x auf der jp, ten Potenz vorkommt, ist in f auf 
der (f) t + l) ten Potenz enthalten. Denn sei* 


iS) 

so wird 
19) 


f=, t { Pi . u, 


dx 


du , dt; I 


8ti 


u 


du , dx 

d^ +Pi irj' 


Da nun die Diskriminante von U nicht verschwindet, so haben U 
d t‘ 

und 7 p keinen gemeinsamen Divisor und u muss durch U teilbar sein. 
c x 

Die verschiedenen Faktoren tf l5 t 2 , ..., ^ von f x müssen sich eben- 
falls in rationaler Weise bestimmen lassen. Zu dem Zwecke kann 
man entweder die ft ten Differentialquotienten von ^benutzen, die einen 
(ft + 1)- fachen Faktor von f enthalten müssen, oder man kann, wie 
die Diskriminante von /*, so weiter die Diskriminante von f x aufstellen 

o/‘ 0/ 

und den grössten gemeinsamen Faktor f 2 von ^ , - - aufsuchen. 

%s 

Dieser Faktor f 2 besteht aus denjenigen Faktoren von welche nicht 
linear in f x Vorkommen, nämlich 

20 ) f 2 — 1 t 2 ^ 1 . . . 1 . 


* Baltzer, Determ. § 11, 20. 
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Ebenso kann man weiter den grössten gemeinsamen Faktor f s 

o r o r 

von , — - suchen, welcher nur noch die Faktoren von enthalten 

dx dy 7 1 

wird, welche in f x in höherer als der zweiten Potenz Vorkommen u. s. w. 
So kommt man zuletzt auf denjenigen Faktor ^ allein, welcher in f ± 
auf der höchsten, nämlich der p ^ ten Potenz vorkommt, und dann rück- 
wärts auf die Faktoren i, t^-sy •••, die sämtlich ganze rationale 
Funktionen der Koefficienten von f sind. 

Fasst man zusammen, so folgt: 

Wenn die Diskriminante von f nicht verschwindet, so 
haben tp und tl> keinen gemeinsamen Faktor und die Wurzeln 
der Gleichung f= 0 sind alle von einander verschieden. 

Verschwindet die Diskriminante von /*, so haben q> und ^ einen 
gemeinsamen Faktor f x und die Wurzeln der Gleichung f=0 sind 
nicht alle von einander verschieden. Bezüglich der Ordnung dieses ge- 
meinsamen Faktors f x gelten die Betrachtungen des § 5. Jede fache 
Wurzel von f x = 0 ist (ji + 1) - fache Wurzel von /*= 0. Um den 
Grad der Vielfachheit einer solchen Wurzel zu erkennen, hat man auf 
f x dieselbe Betrachtung anzuwenden, wie vorher auf f u. s. w. 

5. Die Diskriminante des Produktes zweier binärer For- 
men ist bis auf einen Zahlenfaktor das Produkt der Diskri- 
minanten der einzelnen Formen, multipliziert mit dem Qua- 
drat ihrer Resultante. 

Denn stellt man die Diskriminante des Produktes als das Produkt 
der Quadrate aller Wurzeldifferenzen dar, so lässt sich dieses Differenzen- 
produkt leicht in der angegebenen Weise zerlegen. 

Anmerkungen, a) Die Diskriminante von 

21) 0 - a) f(x) 
ist gleich 

22) (m+ ï) m + 1 ma * diskriminante von f(x) mal f(cc) 2 . 

Ist a = 0, so ist f(0) = a m und die Diskriminante von xf(x ) 
= ^ • 4 (/’), wo J (/') die Diskriminante von f(x) bedeutet. 

b) Die Diskriminante von f ist von der Form 

23) ^(/) = a,„e + (m liT ■ o? m -i F ; 
wo r die Diskriminante von 


m 


24) ~ (f— a m y™) = a 0 xr 1 - 1 -f ^j*) a x x m ~ 2 y + . . . + ^) a,„_i y" l ~ 
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bedeutet. Denn setzt man in A (f) a m = 0, so erhält man offenbar 
dasselbe Resultat, als wenn man in der vorgelegten Form /*o w = 0 
gesetzt hätte. In diesem Falle würde die Form übergehen in 

25) + + + 

und die Diskriminante dieses Produktes wird 


26) 


(m - 1) 


m — 1 


vn 


m 


. m 2 . a 2 m _i r. 


Offenbar stellt also 


(m - 1 ) 


m — 1 


m 


m — 2 


a 2 m _i r den von a m unabhängigen 


Teil der Diskriminante A (f) bis aufs Vorzeichen dar. 

c) Vertauscht man in f x mit ÿ, d. h. vertauscht man die sym- 
metrisch gelegenen Koefficienten a 0 und a w , a t und a m —\ u. s. w., so 
ist die Diskriminante von der Form 


. 27) 




m 


wo r f die Diskriminante der Form 


28) a m x"'- 1 + (”£j a m -i X“'- 2 y + . . . + (fy a t y m ~ l 
bedeutet. 

d) Beispiel. Die Diskriminante A(f) der kubischen Form 

/‘= a 0 x 3 + äa^y + 3 a 2 xy 2 + a 3 t / 3 
ist 

à (f) = (a 0 a a - a y a 2 ) 2 - 4(a 0 a ä - a*) (a^ - «**) = 

= « 8 (4«!* + a 0 2 a s - 600 «! (%) + c i 2 (4a 0 o 2 — 3V) 

Hier ist also 

0 = 4 aj 8 + a 0 2 a 3 — 6 a 0 a 2 

und die Diskriminante JT von 

a 0 # 2 + 3 a x xy + 3 a 2 \ß 

wird 

r=|(4a 0 a 2 ^3a 1 2 ). 

Also erscheint ^(/*) in der Form 

^(/)=a s 0+4Vr, 

wo r die angegebene Bedeutung hat. 

6. Beispiel. Die Diskriminante einer Form m teT Ordnung, die 
vom Grade 2m — 2, vom Gewichte m(m — 1) ist, hat als Funktion der 
Koefficienten offenbar die Form 


29) A (a 0 m ~ 1 Om m ~ ’ + •••)> 

wo A nach 15) den Wert 1 hat. Diesen Zahlenfaktor könnte* man 
auch an einer speziellen Annahme für f so bestimmen: 
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Seien cc 19 a 2 , . .., a m die m ten Wurzeln von 1, d. h. die Wurzeln 
der Gleichung 

30) ’ f(x) = x m — 1 = 0, 

so ist die Diskriminante von f hier (9): 


( 1 1 ) 

31) 4 (/)->- 4 


a 


m — X q m — 


0 


l + •• = (-!) 


m — 1 


weil 
Nun ist aber 

32) af.Jfa , « m ) a - (- i)l«<«- Off ( Ul ) f (« 2 ) (« m ), 

was för unseren Fall übergeht in 

33) 4(a u a m ) 2 =(-l)i”‘ ( ”‘- 1) (ma 1 '«- 1 )...(«»a„;»- 1 ) = 


(- 1)^«’"- 1 ) <p- x . 


Da aber 

so kommt schliesslich 

34) 4(a u ..., « m ) 2 = (- l)i w (w-i) (__ jym- i)(w-i) w « 
und man hat 

7. Bezeichnet man durch a eine doppelte Wurzel von 
/== 0, so hat man 

M(f) . J_ . _L. . 

da 0 da x da^ 9 

wo 4(f) die Diskriminante von /‘bedeutet. 

Beweis. Man variiere* die beiden Koefficienten a, und a* von 
f so, dass die Doppel wurzel a von f auch Wurzel von / , + Ad/*=0 
bleibe, um Ada,, Ada*, also 


a m : a rn ~ 1 : a m ~ 2 : . . . 


àf= Sdi . a m -*+ äa k .tt 

Die Diskriminante z/(/ , + Ad/‘), 


~*-0. 


J(f+löf) = l 




H“ A 2 ( . . . } -}“••• 


da? ’ ’ da k 

muss aber durch A 2 teilbar sein; denn da 

/*+ Xdf= (x — a) [F(x) + A £>(#)], wo JF(a) = 0, 
so enthält 4(f-\-Xàf') nach 22) 


* Salmon, Vorlesungen zur Einführung u. s. w. pag. 118. 



§ 7. Diskrimînanten. 


[F (a) + A O (a)]* - A* $ (a)* 
zum Faktor. Also hat man 

^(0 ä „ + ^(ü 4 „._ o, 


— âa { :Sa k = 


da t ' dat 

zMf) ; dj(£) = 

dük d di 


c?)*~ 


daher 



Dritter Abschnitt. 
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§ 8. Der kanonische Ausdruck von Formen ungerader Ordnung. 

1. Eine binäre Form (2m — 1)*" Ordnung 

1) . a 0 a; 2m_1 + ^ a l x in ~ 2 y + . . . + ch m -iy 2m ~ l 

kann im allgemeinen auf die „kanonische Form“ 

2) b x (x + a x y) %m - 1 + b 2 (x + a 2 y ) %m - 1 + • . . + b m (x + a m y) 2m ~ l 

durch Lösung einer Gleichung m* 611 Grades gebracht werden.* 

Beweis. Zur Identität von 1) und 2) sind die 2m Bedingungen 
erforderlich 

a 0 = + • • • + b m 

ö&j = b J CCj i “f" . . . “j“ bm 

3) < $2 5=3 b x “h • • • "f" b m cc n 2 

a 2m — 1= b 1 a * m ~ 1 + . . . + b m a m 2m ~\ 

woraus die 2 in Unbekannten 6 1? ..., 6 m , a m berechnet werden 

können. 

Aus den m ersten Gleichungen folgt 





a o 

<h 

• • • 

Mm — 1 






1 

a 2 

• • • 

/v m — t 

a 2 



4) 


*1= 

1 

«3 

• » • 

n m — 1 

J 





1 


• t • 

Om““ 1 











\ 

WO 

1 

«1 


• • • 

a x m 

— 1 



5) 

z/= 1 
• 

« 2 

• • 

«g* 

• 

• • • 
» • 

a 2 m 

• • 

II 

r-4 

1 

(j% x ) 0^2 } • • • ) ^w»)* 



1 



• • • 

« m 
Um 

— 1 

\ 



* Sylvester, Philos. Magazine 1861. 
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Lässt man die erste Gleichung in 3) weg, so folgt aus den 
m ersten Gleichungen des so reduzierten Systems 


« 

• 

% 


a s 

• • • dm 



i 

“S! 

«** 

M m — 1 
... «2 

6) 

Ab x a x — 

i 

• 

«J 
• • 

«s a 
• • 

n m — 1 
... « 3 

• • f « 



i 

drn 

«m 2 

ff w — 1 
• • • **7ft 


u. s. w. 


Bezeichnet man die Unterdeterminanten nach den Elementen der ersten 
Zeile in A (5) durch 

■^0) ^17 •••) -A-m — i, 

so ist 

7) A = Aq . 1 + A x cc x + • . . + A m — i &i m 1 

und man findet das System von m + 1 Gleichungen: 

( A b x = Aq (Iq “j“ A j d x -f" . . . -f" Am — i dm — 1 

Ab x cc x = A^d± -f - A x d% "f" ... + -A. m — i d m 

Ab x a x =* A 0 d 2 + A x d s + . . . + A m —id m +i 


8 ) 


\ Ab x CC x m — Agdm -|- A x d m - |-i -f- . . . “f" A m — l®2m — 1* 
Eliminiert man aus diesem System die m Grossen 

Aq A j A m — l 

Ab,' ~Ab~> 


so ergiebt sich àls Resultat das Verschwinden der Determinante 


= 0 . 




«0 

• • • d m — 1 

l 

9) 


<h 
• • 

. . . d m 

• • • t 

«i 
• • 



dm 

... d%m — 1 

ft m 

a l 


Die m Wurzeln dieser Gleichung sind die Grössen a 2 , ..., a m . 
Zur Bestimmung der Grössen 6 n b 29 b m benutzt man die m ersten 
Gleichungen des Systems 3). 

2 • Der kanonische Ausdruck einer kubischen Form. 

Die kubische Form 

10) d 0 a ? + 3 d x x % y + 3 d 2 xy* + a 3 y 8 
kann auf die kanonische Form 

11) b x (x + a x yf + b 2 (x + a 2 y) 3 

durch Lösung der Gleichungen 


12 ) 


K = 


d 0 d x 1 

a x a t a 

d^ cc 


2 


o, 
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| + &2 “«0 
\ ü> 2 a 2 =o t 


13) 

gebracht werden. 

Die kanonische Form der kubischen Formen führt zu 
einer bemerkenswerten Lösung der kubischen Gleichungen. 
Denn setzt man 


14) 


x + cc x y = oi Ÿ b 


2 


' x + a 2 y = y' frb x , 
so nimmt die Gleichung 11) die einfache Form an 

15) (ÿ)'+ 1 "°- 

Bezeichnet man nun eine dritte Wurzel aus — 1 durch £, den Quo- 
x ^/b 

tienten — durch J/ ^ durch c , so ist 14) 


y 


z + a x 


sc, 


16) 


# + «2 
2 Z CL X & 2 1-j-^^ 


«2 — «i 


1 — SC 

Mit Berücksichtigung der Formeln 

l + £ 8 = 0, 1 — £ + £ 2 = 0, l + £ + £ 2 =2^ 

kann man setzen 

1 + SC (1+£C)(1+C)(1 + £ 2 Ç) 1+c(1 + £+£ 2 ) + £C 2 (1+£+£ 2 ) — C 3 


17) 


1— SC (1— £c)(1 + c)(1 + £ 2 c) 1+c 3 

1 + 2 s c + 2 s 2 c 2 — <? 
1 + c 3 


Setzt man in 17) die ursprünglichen Werte wieder ein, so 
findet man 


i 


3 'T 

b 2 


K b l -b. À -\-2 y\ (ep'b 1 + ÿb ^ ) 


3/-» i 


-‘fl 


b x + b, 


2 


und 16) geht über in 

18) 2* + ^ + «,= - 2 ~— {&!-&* + 2p\b, (s y\ +B*fh)) = 


0 


2a 1 +a 0 (a 1 +a g ) + g_ («2 _ «i )^^ (cfb^ £*$%). 


de 


de 


■'O “'O 

Die Grössen a 19 a 2 , 6 n b 2 ergeben sich aus 12) und 13) in der 


Form 
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19) 


«1 = 


— aiOj + VJ 
2 («o«ï- «!*) 


«8 = 


01 + 02 = 


Oo«»-«!«» 


OpOg — a^Og — 

2 (Oq Ug Oj^) 

Ÿà 


O 0 O* 


a, 


8 1 


Ol — «8 = 


a 0 ®i 


2 ? 


20 ) 


j, a i a 0 **2 

U 1 „ „ ? 


a i —«2 


e/ 2 


«0«1 


«l“«2 


&1 + &2 Ä a 


0? 


h - h - 2a l “_ a oi“i + « 2 ) 
°1 °2 — ) 


«1 -o 2 




a 0 ®2 


2 


(«1 - «a) 2 ’ 

wenn A die Diskrimin&nte von K*= 0 bezeichnet, nämlich 

21) ^ = («0«S - a i«i) 2 - 4 Ol «3 - V) Oo«8 - «!*)• 

Setzt man die Werte aus 19) und 20) in 18) ein, so findet man für 
z die Gleichung 

22) a 0 z = a x — f f a Q a t — a x 2 (s pa x — a 0 a 2 — e 2 pa x — a 0 aj. 

Zur Bestimmung von a x — a 0 or 2 , — «o«! setze man zur Abkürzung 

23) 3 a 0 a x a 2 — a 2 a t — 2a x z =* A , 
und findet 

A + a 0 


oq \ A — a 0 y 4 

28.) 


®1 — 


2 (a 0 a 2 — a 2 ) ’ 

so dass 22) übergeht in 

a 0 z = — a x — — ~\ a oV^ + f2 ^£-4 + 2 a oV^ • 

Für den Zusammenhang der in dieser Formel auftretenden beiden 
dritten Wurzeln hat man aus 20) und 23 a) 

24) ÿ-\ {A - a 0 y<d).tl (A + a 0 yj) — a* - a 0 . 

Setzt man schliesslich für e, s 2 die verschiedenen Werte, so wird 


a o#i = — a x + V l (A — a 0 Y<d)-\- V\ (A-\- a 0 ÿ 4), 

24a ) o 0 «2=-Oi-* y \{A-a o yj) + e i y±(A + a f) y~j), 

, o x + 1 2 ÿj ( A-%yj)-e y~\ (A + a 0 y2). 

Diese Formeln 24) und 24a), die zuerst von Eisengtein, Crelle 
Journal 27 pag. 81 und 319 ohne Beweis angegeben worden sind, 
liefern die allgemeine Auflösung der kubischen Gleichung. 

Anmerkung 1. Hat die kubische Gleichung die übliche Form 

z s +pz + q = 0 

so setze man 

Faà de Bruno, Theorie der binären Formen. 7 
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a 0 = l, «i=0, Oa — |jp, a s = g 

und findet , 

-m - - -u> «-«O y 4 = vw + ^-P s = vr, 

- - fjg+ÿi i - ^|g - i/ü 

* 2 = * tiv + VR-* f\q -V~ä 

e 3 = — s 2 V + YB, + s V-\q — l/.ß, 
wo 

fU + ÿïi.flq-VB^-lp. 

Diese Formeln gehen in die gewöhnlichen Formeln des Tartalea über, 
wenn z mit — z oder q mit — q vertauscht wird. 

Anmerkung 2. Die Gleichung 22) kann nach 16) noch in Form 
eines Quotienten geschrieben werden, nämlich 

25) 2 (< %a , — a^) z + (a 0 a d — a x a 2 ) = 

/ -j ^A + a 0 ÿ^-sfA-a l) V2 

ŸA + ^ŸJ+stA-a^yj 

3. Der kanonische Ausdruck einer binären Form fünfter 
Ordnung. 

Die Form fünfter Ordnung 

26) a 0 x b + ha^y + 10 a.,a?y 2 + 10a s x 2 y 3 + 5 a^xy* + a ro y b 
kanu auf die kanonische Form 

27) \ (x + «, yf + 6 ä (x + a 2 y) b + b 3 (x + a s yf 

** # , 

.gebracht werden, wo a 2 , a s die Wurzeln der kubischen Gleichung 

«o. a i a 2 1 

a i ^2 ü 3 Z 
°2 a 3 a 4 # 2 

a s a 4 a 5 2 3 

sind. Zur Bestimmung von 6 2 , & 3 dient das System 

&1 + + ^8 8=53 a ü 

^1 ^1 "f" ^2 ^2 "f" ^3 ^8 ~ ^1 

6 l«l 2 + & 2 « 2 2 + 6 3 a 3 2 = öf 2 ? 

dessen Auflösung ist 

<*0 ^ 2^3 (^2 ^s) ~f* ^ 2 

(«1 - «s) («1 - «s) 

«0 «1 «3 «1 («1 ~l~ «3) ~f* «2 

(«2 — a i) («2 «s) 

q 0 «l g 2 — «l(«l + « 2 ) + «2 

K - «1) («s - «2) 







30 ) 
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Transformiert man die kanonische Form 27) durch die lineare 

Substitution . . . . 

«2 (« x — a 3 ) u + « x (a 2 -cc s )v 


31) 


x 


y— 


Vi«i - « 2 ) K - « 8 ) («1 - «») 
(«1 — « 8 ) « + 0*2 — *») V 


V(“l - «*) («2 - s) («1 - « 3 ) 
deren Substitutionsdeterminante 1 ist, so geht dieselbe über in 


32 ) 


_i 56, 

(«2 ” «s) 6 


S,m 6 + 




i> 5 + 


Dl 


3 


(«S - «l) 5 («2 - «l) 


(u + ») 5 , 


wo — D — y{a t — « 2 ) (a 2 — a 3 ) («, — or g ). Setzt man 






■®2) 


ferner 


(« 2-«») 8 (« 3 -« l ) 6 (« 2 - « l ) 5 

Bi : ^3 = ^2 : = C'j 

so lautet schliesslich die kanonische Form 
33 ) Bu b + Cv 6 -\-(u-\-v) 5 , 

worin nur zwei Parameter Vorkommen. 


-®3 5 


§ 9. Der kanonische Ausdruck von Formen gerader Ordnung. 

Die allgemeine Transformation der binären Formen gerader Ord- 
nung auf ihren kanonischen Ausdruck bietet wesentliche Schwierig- 
keiten* Im Folgenden soll diese Transformation für binäre Formen 
vierter und achter Ordnung ausgeführt werden. 

1. Der kanonische Ausdruck einer binären Form vierter 
Ordnung. 

Die binäre Form vierter Ordnung 

1) + 4 a^x^y + 6 a 2 x*y* + 4 a^xy* + a ^ 

kann auf die kanonische Form 

2) {x + a x yf + b 2 (x + a 2 y) 4 + 66 s (x + ct^yf ( x + « 2 yf 

gebracht werden. Die Grössen b u b 21 & 3 , a 19 a 2 werden durch das 
System bestimmt 

\ + ^2 +6^3 =«o ( X ) 

b x a x + b 2 a 2 +36 3 s = a x (II) 

3) Mi 2 + b 2 a* + b^+2t) = a 2 (III) 

6 1 a 1 3 + 6 2 « 2 8 + 36 3 s^ =a 3 (IV) 

Mi 4 + W + 6M 2 =«4 (V), 

wo s — a x + « 2 , t = cc l a 2 . 

* Sylvester, On a remarkable discovery in the theory of canonical forma 
and of hyperdeterminants. Philos. Magazine 1851. Ferner Cambridge and Dublin 
Math. Journal Bd. 9 (1854). Cayley, Crelle Journal 64 (1867). 

ijr* 
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Fasst man in 3) I, II, III; II, III, IV; III, IV, V zusammen und 
eliminiert aus diesen drei Systemen die Grössen b x und 6 2 , so erhält 
man ein System von drei Gleichungen, nämlich 


(a 0 - 663) t-(d x — 3 6 8 s) s + [a 2 — 6 3 (s 2 + 2t)] = 0, 
(a x — 3 b $ s) t — [a 2 — 6 S (s 2 + 2t)] s + (a 3 — 3 b B st) = 0, 
[«2 — 6 S (s 2 + 2t)] t — (a B — 3 b B st) s + (a 4 — 6b s t*) = 0, 

das sich auf folgendes reduziert: 

a 0 t — a x s + a 2 -2b z (4t — s 2 ) = 0, 

4) < d x t — d 2 s + a 8 -i> 3 s (4£ — s 2 ) = 0, * 

d 2 t — a B s + a± — 2b B t(4t — s 2 ) = 0. 


Setzt man 
so geht 4) über in 

5) 


A = — 263(4 t — s*), 

[ %t — + (ß 2 + A) = 0, 

a 1 t-(a 2 — iA)s + a s =0, 
(a 2 + A)£ — a B s +a 4 =0. 


Eliminiert man in 5) s und t ) so erhält man die Gleichung 


6 ) 2 


a , 


0 


öj 

a Q 


u 2 + A 
^A a 3 


A 1 5 — (a 0 a 4 - 4 a x a s + 3 a 2 2 ) A + 2 


a 2 +A a. 


3 




«0 a i «2 
®3 

ü > 2 Cl B d 4 


= 0 , 


Mit Hilfe der Wurzeln A*, A 2 , A 3 von 6) findet man s, £, a 1; a 2 und 
aus 3) 6j, 6 2 , 6 3 . Dabei sind und a 2 die Wurzeln einer quadrati- 
schen Gleichung. Also genügt zur Transformation ^ron 1) auf 2) die 
Lösung einer kubischen und einer quadratischen Gleichung. 

Anmerkung. Man kann die kanonische Form 2) zunächst in 

(ßi x + favY + {y\ x + y*yY + ^ (ßi x + ß 2 y ) 2 (y\ x + y*yf 

und dann durch die Substitution 


in 

7) 

transformieren. 

Gleichung 


n = ß x x + ß 2 y 
v=y x x + y 2 y 


ti 4 + t; 4 + 6fAtt 2 fl 2 

Setzt man diese Form gleich Null, so hat man eine 



+ 1 = 0 , 


die unmittelbar algebraisch auflösbar ist. Die Transformation der 
binären Formen vierter Ordnung auf ihre kanonische Form kann also 
zur Lösung der biquadratischen Gleichungen benutzt werden. 
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2. Der kanonische Ausdruck einer binären Form achter 
Ordnung. 

Die Form achter Ordnung 

8) a 0 x 8 + 8 a x x 7 y + • • • + 

kann auf die kanonische Form 

9) \ (x + Aj y ) 8 + b 2 ( x + ^2 yf + ( x + & 3 y) 8 + & 4 (x + A 4 y) s + 

+ 70 fi (x + y) 2 (# -f Kv) 2 (, x + ^V) 2 ( x + Ä 4 t/) 2 

gebracht werden. 

Setzt man 

. ( x +hy) ( x +h y) ( x +hy) { x +Ky)^^+h^y+h x% y 2 +h x y z +hy A==T 

und bezeichnet den Koefficienten von a?~ i y i in der Entwicklung von 

(?) 

T % durch y^ Af i; so findet man durch Vergleichung von 8) und 9) 

ein System von neun Gleichungen der Form 

10) # \ + b 2 &2 ^8^8* + ^ 4^4 f 4 Af/ = a,i 

O'=0, 1 , 2 ,..., 8). 

Fasst man immer fünf Gleichungen dieses Systems zusammen 
und zwar zuerst die erste bis fünfte, sodann die zweite bis sechste 
Gleichung u. s. w. und eliminiert aus jeder Gruppe von fünf Glei- 
chungen die vier Grössen b 1} & 2 , 6 S , & 4 , so ergiebt sich das System 
von fönf Gleichungen 

^1^4 OjSjj *f~ ^4^1 ~4" = öj 

11) I OgS 4 - a 8 s 8 + a 4 s 2 - a t s t + a 6 - pN t = 0, 

«s s 4 — «4 s s + — °6 s i + <h — f*^4 = 

®4®4 "4” ®6^2 "4“ ®8 ~~ 

\ 

wo 

= Af^S 4 A/^Sg ”|” A/^$ 2 A/gSj^ A/4, 

-V 2 = Af^s 4 M 2 s 2 -f- A/g5 2 4- A/5, 

N s == Af 2 s 4 Af 8 5 3 ~h Af^ 5 2 AfgSj 4- Afg, 

— A/g$ 4 A/4S3 -f- A/g5 2 A/g5j *4“ Af 7 , 

A/g = 3f^s^ A/5 5 3 H” Af 6 5 2 A/^Sj 4~ Afg. 

Entwickelt man T 2 * so findet man 

Af 0 = 70, Af x = f 5 n Af 2 = 5s 2 + fo 8 , A/ a « |s 3 + 5 2 s t s 2) 


Af 4 — 2 5 4 -f- 2 S 3 -f- 5 2 2 , Af ö g s 4 -|- g' $ 2 5g , 

Afß = Ö5 2 5 4 + 2 5 3 2 , M 1 = 3 |s 3 5 4 , Afg = 70 s 4 2 , 


woraus 
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V 


^ ■* . =?'^2s 4 18s 4 s 3 + 6 s 2 *, 

'■^s^ 1’2 s 2 s 4 - BsjVü + «s 8 , 


( • *tg 

« C 


JV 4 =18s 3 s 4 - aSjSg^ + ^s/Sg, 

N & = 72s 4 2 - 18s 1 s 3 s 4 + 6s 2 *s 4 . 

Bezeichnet man die quadratische Invariante der biquadratischen 
Form T durch J*, so wird 

N^WJ, iV 8 = 72--Jj, 2V S = 72-Jj, IV 4 = 72 • J J, JV 5 = 72 . s 4 j: 


Setzt man nun 












• 


so geht 11 ) 

über in 







#0^4 


-f - ^ 2^2 

- «3»1 


+ ( a 4 ~ 

= 0 , 

^1^4 

^2^3 

“K Æg 

— 7 « 4 + 

î) 

S 1 + ö 5 

= 0 , 

^2^4 


+ ( a 4~ 

g) S 2 a 5 S l 


+ a 6 

= 0 , 

a 3 s 4 

- (*+-i 

)s 3 + a 5 s 2 

^6^1 


+ à 7 

= 0 , 

(a 4 — A) . 

5 4 a b s s 

. + ^e S 2 

— a 7 s t 


+ a 8 

= 0 . 

Also verschwindet die Determinante 



» 



a 0 a i 

<h 

«8 

«4 

-A 

1 





-, * 



1 




a s 

« 4+4 

“5 




12 ) 

^2 ^8 

« 4 - 

A 

6 “ 5 

«6 


= 0 . 




, A 







«3 «4 

+ 4 ®5 

«6 

ö 7 


1 



Ö&4 ^ Ö 5 

« 6 

Q/fj 

«8 


1 

1 

1 



Diese Gleichung liefert für A fünf Werte, also fünf Lösungen der 
vorgelegten Aufgabe.** 


* Vergleiche § 10, l. 

** Sylvester, Philos. Magaz. 1851, wo auch noch die Form sechster Ord- 
nung analog behandelt ist. Durch eine von Cayley herrührende Methode könnte 
die Reduktion aber vereinfacht werden. Wir geben diese Methode, welche zu- 
gleich die Zurückfuhrung aller Formen gerader Ordnung auf von den obigen etwas 
verschiedene kanonische Ausdrücke liefert > in einem späteren Paragraphen über 
die Covarianten (§ 15, 7 ). Diese kanonischen Gleichungsformen überhaupt haben 
im allgemeinen bis jetzt nur für die Formen niederer Ordnung besondere Be- 
deutung, weil nur bei diesen die specielle Gleichungsform eine wesentliche Ver- 
einfachung hervorbringt. 


Vierter Abschnitt. 


Invarianten. 


§ 10. Die Invarianten einer Form als Funktionen der 

Koefflcieuten. 

1. Wenn man die binäre Form w ter Ordnung* 

( tn\ ( ftl\ 

1 J a^'-'y + (^2 ) a^-^y 2 + ... + a m y m 
durch die lineare Substitution 

2 ) %=pî + qyj y^p'1 + iïn 

transformiert, so geht f über in 

3 ) F (£i y)= 4>t m + (T) A£ m ~ 1 v + ( 2 ) Aè m ~ î y‘+ -- + A m y"\ 

wo A 0 , . .., A m Funktionen der gegebenen Koefficienten a 0 , a m und 

der Sub^titutionskoefficienten p, q, p\ q f sind. 

, « 

Sei nun <p eine ganze rationale Funktion der Koefficienten a 0 , ..., a w , 
die in O übergehe, sobald man a 0 , a m durch J. 0 , A m ersetzt. 
Ist dann 

4) 0 = (p <1 —p f q )‘ l . <p 

bei ganzem p, so heisst <p eine Invariante der Form f.** 

* Es ist hier folgende Bezeichnung festgehalten: Die Dimension einer 
Form in den Variabein wird Ordnung, die Dimension in den Koeffi- 
cienten wird Grad genannt. Diese Bezeichnungsweise, bei den englischen 
Algebraikern die gewöhnliche, wird auch von Clebsch in seinen binären FxOr- * 
men angewandt, während Gordan in seinen Arbeiten (Formensystem u. s. w.) 
gerade die entgegengesetzte Definition gebraucht. 

** Die Lehre von den Invarianten ist von Boole (Exposition of a general 
theory of linear transformations, Cambridge Math. Journal (old sériés) Bd. 3, 
1841; ferner Bd. 4, 1844; vergl. Cayley in Crelle Journal 30 pag. 1) eingeleitet 
und sodann von Cayley, Sylvester, Aronhold, Hermite, Brioschi, in 
neuerer Zeit von Clebsch, Gordan u. A. ausgebildet worden. Der Name In- 
variante rührt von Sylvester her, Philos. Magazine 1851 II pag. 396. Von Cayley 
waren Funktionen der betrachteten Art Hyperdeterminanten genannt worden. 
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Eine Invariante ist also eine ganze rationale Funktion 
der Koefficienten einer Form, die sich nur um eine Potenz 
der Substitutionsdeterminante ändert, sobald man in ihr 
die Koefficienten der gegebenen Form mit den Koefficienten 
der durch eine lineare Substitution transformierten Form 
vertauscht. 

Beispiele, a) Die binäre quadratische Form 

a Ç) x i + 2a l xy + a i y i 

hat die Invariante 

a 0 a 2 — a t 2 . 

Denn transformiert man die gegebene Form durch eine lineare Sub- 
stitution, so sind die Koefficienten der transformierten Form 

A = a oP 2 + 2a iPP' + <hP' 2 , 

A = «o PQ + a i{p 4 +p' Q) + «2 y i\ 

A = «o 2 2 + 2a i g 4 + % 4 2 , 

und man hat 

A A - A 2 = Oo«2 - V) O g' -y«)* 

b) Die binäre Form vierter Ordnung 

a 0 x* + 4 a x y?y + 6a 2 x*y* + 4a s xf + 
besitzt eine Invariante zweiten Grades 


00^4 


4a 1 a 8 + 3o 2 2 . 

Denn die lineare Transformation ergiebt 

A = «oj ? 4 + 4 o t yy + 6 a 2 p*p ' 2 + 4 a s pp ' 3 + o 4 j / 4 = 

•==(a 0 , «i, «g, «*, a 4 ) (p,p')** 

A = «o y 2 + «i (/ a' + 3p*y g) + 3a 2 0*y g' +i>y 2 g) + 

+ «8 (y 8 2 + 3 yw) + a 4 y*g' = (a 0 , a 4 ) (p,p') s ( g , g'), 

= « 0 ya 8 + (y 22 f +i>y2 8 ) + (yg ,2 + 4j>y gg'+yvn 

+ 2 a s (yw+pyy) + « 4 y* g'*— (« 0Î •••> «4) (i>,y) 8 (2, g') 2 , 

= a^pq 3 + % (y g 8 + 3 |>g 2 g') + 3^ (y g* g' +pgg' 2 ) + 

+ «a O2' 8 + 3ygg' 2 ) + «’iP'Q 13 = (a 0 , . . . , a 4 ) (j>, y) (g, g') 8 , 

^4 = «02 4 + 4a 1 g*g' + 6a 2 g 2 g' 2 + 4 a 8 gg' 8 + o 4 g ,4 = 

= (« o ,...,aJ(2,g0 4 , 

und man hat 

AA — 4 A A + 3 A 2 ("o a 4 - 4a x a 8 + 3a 2 2 ) — p'q)\ 


2. Die allgemeine Form der transformierten Koefficienten. 
Die transformierten Koefficienten A 0J A m sind homo- 
gene ganze Funktionen w ten Grades der Substitutionskon- 


* Nach Cayleyscher Bezeichnung. 
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stanten und lineare Funktionen der ursprünglichen Koeffi- 
cienten a 0 , ..., a m . Denn die gegebene Form ist m ter Ordnung in 
y . Weil die Substitution linear ist, so ist die transformierte Form 
w ter Ordnung in £, iq und m ten Grades in q. Die a 0 , ..., a m , auf 
welche die Substitution keinen Einfluss hat, können aber in der trans- 
formierten Form nun linear Vorkommen. 

In der transformierten Form 


wenn 


F=f(p^ + qi}, p'î + i'v) 

ist (^J Ai der Koefficient von £"‘~' tj‘ oder von » 

oder von ) > wenn 

F=t) m f(p~ + q, + 

gesetzt wird. Entwickelt man also F nach der Taylorschen Reihe, so 
ergiebt sich 

(“) A - 4,5 («é + (y ’ ^ 
{£è*-nçhi)(?f, +I, iîT riq ^ ) ’ 

f ^ r >’ 


woraus 


5 ) 


n(i) f d , d Y*— ,, ,, 

Al -nU'V’»i +p W aq,A 

wo (^) (^^ ^^mbolisch für etc. gesetzt wird und 77 (i)= 1.2.3 ... i 

ist. Nach Cayleys Symbolik ist 

A< a m ) ( P , (îj 

3. Die Invariante 9 ) ist homogen in Bezug auf die Koeffi- 
cienten der gegebenen Form. 

Denn durch die Substitution 


x = y = Aq 

geht a, in k m a t über; folglich erhält jedes Glied der Invariante eine 
Potenz von A als Faktor, deren Exponent w-mal der Grad dieses 
Gliedes ist. Da nun die Substitutionsdeterminante hier gleich A 2 ist, 
so ist die durch obige Substitution transformierte Invariante von der 
ursprünglichen nur um eine Potenz von A verschieden, woraus die an- 
gegebene Eigenschaft folgt. 
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4. Ist q der Grad der Invariante, r die Substitutions- 
determinante, m die Ordnung der Form, so hat man 

6 ) ® = 

Denn & ist vom Grade q in Bezug auf die transformierten Koeffi- 
cienten A , welche m ten Grades in Bezug auf die Substitutionskonstanten 
Pi P*i sind; also ist O bezüglich' dieser Konstanten vom Grad 
mç. Da nun 

= r** . qp 


und r in Bezug auf p , q vom zweiten Grade ist, so hat man die 
Identität 

mQ — 2(L 

ft = -J- mç. 


Der Exponent von r, ft= heisst nach Hermite der Index der 

Invariante, so dass man den Satz aussprechen kann: 

Der Index einer Invariante ist das halbe Produkt aus 
der Ordnung der Form und dem Grad der Invariante. Für 
ein ungerades m muss ç gerade sein. 

5. Das Gewicht einer Invariante ist konstant und gleich 
dem Index. Nennt man die Exponenten von a 0 , a u ..., a m in irgend 
einem Glied der Invariante bezüglich 


^01 ^11 e Ml 

so ist, für jedes Glied der Invariante, 

7) 0 . 6q -f- 1 . “f- 2 €2 ~f“ • • . “f~ WÎ- € IU = g Wt Q. 

Denn durch die lineare Substitution 


8) # = £, = 

deren Determinante X ist, findet man 

Die transformierten Koefficienten lauten aber 


Aq (Zq X , A 1 X , Ay d'2 X y . • « ) A m Qr m X 1fl y 

und man hat für irgend ein Glied von O 


A 0 e ° A^ ... A m €m = a 0 e ° ... a m em . A () • + 1 + 2 ** + ■ • • + m 
und folglich 

woraus .die Identität 7) folgt. 

6, Eine Funktion heisst symmetrisch in Bezug auf die Koeffi- 
cienten # 0 ) a n •••* wenn sie sich durch Vertauschung solcher 
Koefficienten, deren Indexsumme gleich m ist, die also von den Enden 
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gleich weit abstehen, nicht ändert. Die Glieder der Funktion, die 
durch die angezeigte Vertauschung in einander übergehen, heissen 
konjugiert 

Die Invariante ist, bis aufs Zeichen, symmetrisch in 
Bezug auf die Koefficienten der Form. 

Denn durch die Substitution 

x = v\^ y — 

deren Determinante — 1 ist, findet man 

®«(- i)W. v 

und der Koefficient a, : geht über in Die Invariante bleibt also, 

bis aufs Zeichen, unverändert, wenn man a, mit vertauscht. 

Dass bei dieser Vertauschung das Gewicht ungeändert bleibt, 
lässt sich leicht zeigen. Ein Glied der Invariante von der Form 
* a a a a/ ... 

geht durch symmetrische Vertauschung der Koefficienten über in den 
Ausdruck 

0> a m — er Qp m — fl • • • y 

dessen Gewicht ist 

(m — a) d + (w — ß) ß r + . . . 

Nun hat man die Identitäten 

m (a f + (f + • • •) = m • Q 
cca 1 ßß r -j- . . . 

woraus folgt, dass 

(m — a)a f + (m — ß) ß* + = \niQ= 

d. h. durch symmetrische Vertauschung der Koefficienten 
bleibt das Gewicht der Invariante ungeändert. 

Je nachdem nun eine Invariante durch symmetrische 
Vertauschung der Koefficienten das Zeichen nicht wechselt 
oder wechselt, heisst sie gerade oder ungerade (von geradem 
oder ungeradem Charakter nach Clebsch, binäre Formen § 16).* 
Eine Invariante ist also gerade oder ungerade, je nachdem der Index 
gerade oder ungerade ist. So haben z. B. die Formen fünfter Ordnung 
eine ungerade Invariante achtzehnten Grades und die Formen sechster 
Ordnung eine ungerade Invariante fünfzehnten Grades (vergl. Her mite 
in Crelle Journal 59, pag. 304). 

Anmerkung. Dass bei geraden Invarianten das Produkt mg 
durch vier teilbar ist, kann man auch so zeigen: Zufolge der Substitution 

* Invariants droits, invariants gauches bei den französischen Ma* 
thematikern. 
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x = irj, y = wo « = ]/-— 1, 
deren Determinante 1 ist, hat man 

O =9, 

= Qm — k i"‘ . 2* = ff «* — i i 1u J 

w • 

und zu jedem Glied der geraden Invariante tritt ausser der Vertauschung 
von a k mit noch der Faktor i m9 } so dass 

i ™ 9 . <p = (p, 

woraus folgt, dass mg durch 4 teilbar sein muss. 

Bei ungeraden Invarianten ist mg durch 2 (nicht durch 4) teilbar. 
Je nachdem m von der Form 4 ja + 2 oder4jA:fcl ist, ist g für 
gerade Invarianten von der Form 2 ja oder 4 ja. Anderseits kann eine 
gerade Invariante nur dann ungeraden Grades sein, wenn die Ord- 
nung der Form durch 4 teilbar ist. Für Formen ungerader Ordnung 
kann die Invariante überhaupt nicht ungeraden Grades sein. So sind 
z. B. die Invarianten der Form fünfter Ordnung bezüglich vom vierten, 
achten, zwölften, achtzehnten Grad. 

7. Die algebraische Summe der Zahlenkoefficienten einer 
Invariante ist Null. 

Beweis. Ersetzt man in der Form f und in der Invariante tp 
die Koefficienten a k bez. durch a*, so wird f zu (§ 5, i) 

f 9 = (# + ay) m 

und <p erhält den Ausdruck 

qt = a W . fif, 

wo S die Summe der in der Invariante <p vorkommenden Zahlen- 
koefficienten bedeutet. 

Durch die Substitution 


' . x = £ + irj, y = *l + i?(* = V~l), 

deren Determinante 2 ist, geht f* über in 

*"-( E+ r £<■>)' 

und <p* in 

= 2* (2a )± m9 . S. 

Setzt man nun in <p f an Stelle von a k die transformierten Koeffi- 
cienten 

so hat man für <P ! die Formel 
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0' = (1 + QL±±y me . s = ji m ? (a 2 + l) im? . 8 . 

Aber die für jedes a zu erfüllende Identität 

»i"«(o*+ l)i m fS=(2a)i m e.S' 

kann nur unter der Voraussetzung, dass S verschwindet, bestehen. 
Also ist ^ ~ 


8. Die Invariante <p genügt der partiellen Differential- 
gleichung 

9 ) 


a„^ + 2ai ~ + 3a* ^ = 0. 


«da. 


da, 


2 


da 


8 


da 


m 


Beweis. Durch die Substitution 
10) x=t + eri, y=n, 

deren Modul 1 ist, wird 

Q = <p. 


Die Koefficienten der transformierten Form lauten 
a x +a 0 £ 

A 2 = a 2 + 2a x e + a 0 s 2 



— ai -f- iai — i s + 




,. + ia 1 s i ~ l + «o £/ ) 


denn legt man f in der symbolischen Form 

f=(x + ay) m 

zu Grunde und führt die angegebene Substitution aus, so wird die 
transformierte Form 

m m 

F($, rj) = [6 + (a + «) r,]"‘ (fj (a + O'fi — f 

0 ' ' 0 

woraus folgt, dass 

A% ~ (a -f- f)* = ai -f- ia { — i £ -t* 

Dieser Koefficient kann nun noch anders ausgedrückt werden. 
Bezeichnet man nämlich durch d den Prozess 

d , o d , . d . d 

da t ca 2 da m ^ da t 

und bedenkt, dass 

da, = icr,_ i, d 2 äf, = i(i— l)a t _ 2 , d 8 a<«=i(i — l)(t.— 2)a < _s, ..., 

8 v ai = i (i — 1) . . . (i — v + 1) 

so kann Ai in der Form geschrieben .werden 


© 


ai — %b 2 -f* . . • ”h Æq£*. 
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U) 


Ai — a,- + £ (Î ß» + ^ ~ g s 2 d 2 (ii + • • • “h fjJJj £t 


Führt man nun in der transformierten Invariante & die obigen Werte 
für A 0 j A 19 ..., ein, so ist O von der Form 


12) (P — tp -|- b H - Q » 

wo C ly C 2 , ... Funktionen der Koefficienten a 0 , ... sind, was zufolge 
der Gleichung 0 = tp liefert 

4“ C 2 £ 4" • • • ~ 0 

für jedes £. Also muss 

C^O 

sein. Bezeichnet man nun die Differenzen 

A 2 — a 2 ) ... durch Ad x , Ad 2 , •••> 
so ist nach dem erweiterten Maclaurinschen Satze 


dAa x dtp dAd 2 


dtp dAd, 


n f dtp dAa x dtp dAd 2 dtpdAd m \ 

1 xd«! d£ da 2 d£ da m d£ / f =o’ 

woraus die Gleichung 9) unmittelbar folgt, d. h. 

9a) dtp = 0. 

Anmerkung 1. Vertauscht man in 9) die symmetrisch ge- 
legenen Koefficienten, so erhält man die Gleichung 


9b) 




d ct m — i 


=o, 


der nach Nr. 6 dieses Paragraphen tp ebenfalls genügen muss. 

Anmerkung 2. Schreibt man die gegebene Form ohne Binomial- 
koefficienten, nämlich 

f=b 0 x m + b l x m ~ 1 y + ... + h m y m , 
so treten an Stelle von 9 b) und 9) die Gleichungen 

( ». d( P , Ol d<P , , „r d 9 n 


13) 




mb 


olr'+( m “i)^ir + — + ^»- il? “ 0 ’ 




denn man hat die Identitäten 


= (k — l) a * -1 ’ 
ka k —i p£- = (m — k + 1) , b k —i 

Odk 


dbh 


9. Die Bedingung 9) ist notwendig und auch hinreichend, 
damit <p für die Substitution 10) invariant sei. Um dies zu 
zeigen, genügt es zu beweisen, dass aus 



auch 
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^=0 


(7g =■= (7g = . . . = 0 


folgt, dass also aus 9) sogleich 
hervorgeht. 

Nun hat man aber, wenn man <p (a), <p (A) bezüglich für 
<p (a 0y a v a 21 ...), qp (A 0 , A ly A 2 , ...) schreibt, für irgend eine Funktion <p * 

14) <p (, A ) = <p (a) + (?!£ + (7 2 £ 2 + • • • ? 

wo nach dem Maclaurinschen Satze 




Nun ist 


1. [8*^)1 

_ J f =o’ 2 1.2 L de 2 _ 


f =o 


, u. s. w. 


d<p(.4) d<p(A ) 8^ f dqp(.4) dA 

de 


also 

15) 


8A 1 de 


4- -_r “ 2 -(- 

I o A o _ I ‘ * Î 


dA 2 de 


d <p_{ A ) 
L de 


dq>(a) 8cp(a) 


e =0 


da t 


a 0 + 


— a 


da 


2 a± . . . = ô <p (ci) 


2 


nach der früheren Bezeichnung; ebenso 


— 1 

~ 8 q>(Ä)~ 
8 e 

— Æ 

8<p(A)~ 

-1 f = 0 

de 

— u 

e =0 

_ de _ 


f =o 


â . â q> (a) = â 2 q> (a) ; 


= d . ö k ~ 1 (p (a) = ö k (p (a) . 


.3 


u. s. w., und allgemein 

p* y (4) ' 

L de k -if=o' 

Daher 

16) y (4) = y (a) + <?y (a) • « + tf*y 0) • + d s 9 >(a) g + •• • 

In symbolischer Weise kann man also schreiben 

17) <p(Ä) = e* ä . <p(a), ..., 

4 

wie man die A selbst schon symbolisch hätte schreiben können: 

18) A 0 = e eô .a 01 A 1 ^^ ô .a 1 ^ A 2 = e eä .a 2 , ... 

4 

(in Erwägung, dass 

*“ 1 + e + n2 + rO + , " ) 

Für die Funktion q> der' vorigen Nummer, für welche 


* Bruno, Crelle Journal 90 pag. 186. 
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Ci — S cp (a) = 0 

ist, folgt aus den obigen Ausdrücken sogleich 

Ci = (d) = |-dCi = 0, 

und ebenso allgemein 


o. 


10. Die partiellen Differentialgleichungen, denen die Invariante 
<p genügt, nämlich 


. 0 dtp d( P r\ 

ai -0 ’ 


ma 


da 




i + ( m ~ !) ^ + • • • + a 


dtp 


in 


'à &m — l 


=o, 


können durch die symbolischen Gleichungen 



d 1 ^=jp 

d 2 0==q 



= 0 
= 0 


ersetzt werden. 

Der Beweis dieses Satzes wird in der Lehre von den Ko- 
varianten (§ 14,7) vorgetragen werden; hier mögen einige Beispiele 
die Richtigkeit des Satzes darthun. Dabei ist zu bemerken, dass, 
wenn man die erste Definition der Invariante mittelst 


0 = (p q f —p ! qy • 

noch zu Hilfe nehmen wollte, der Satz, dass 

d 1 O = 0 und d 2 Q = 0 , 

evident ist. 

Legen wir f in der symbolischen Form 

f= {ax + ßy) m 

zu Grunde, wo die symbolischen Koeffieienten 


die Koeffieienten 


« m , a 7 ”“ 1 0, ... 


# a o ? a i , • • • 

bedeuten, so erscheint nach Nr. 2, 5) dieses Paragraphen A { in der Form 

A< ~ w 7 ^ ' - ï ) ~: : ' ;^ ' + ' ï ) di ”‘ - ’ (yaq + = (“ q + ( a p + 
Beispiel 1. Die binäre quadratische Form 

%x 2 + 2a t xy + a 2 y 2 = {aoe + ßy) 2 

hat die Invariante 

(pr=a 0 a 2 — a i 2 . 

Führen wir den d t - Prozess aus, so kommt 
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— S 1 { («P + ßrff («2 + ßq'f - [(cj + ßq') ( ap + ßp')f } = 

= 2 (ap + ßp') 2 [(aq + ß <f) (ap + ßp')] — 

— 2[(aq + ßgf) (ap + ßp')] (ap + ßp') 2 = 0. 

Beispiel 2. Die binäre Form vierter Ordnung 

f= + 4% rfy + 6o 2 x 2 y* + 4a s xf + a t y* = (« x + ßyf 

hat die Invariante 

<p — a 0 a 4 — 4 o s + 3a 2 *. 

Föhren wir den Ö ^- Prozess aus, so kommt 

d 1 <D = $ t (A 0 A i — 4A l A 8 + 3 - 4 2 2 ) = 

= d, { (ap+ßp') 4 (aq+ßq') 4 -4[(aq+ßq')(ap+ßp’) 3 ][(aq+ßq') 3 (ap+ßp')]+ 
-h3[(aq + ßq l y(ap + ßp ')*] 2 } = 4 (ap + ßp'f [(« q + ß q'f (ap+ßp')\ - - 

— 4 (ap + ßp’f [(aq + ß q') 3 (ap + ßp')] - 

— I2[(aq + ß^)(ap + ßtf) 3 ].[(aq + ßgff (ap + ßp') 2 ] + 

+ 12 [(aq + ßq'f (ap + ßp') 2 ] [(aq + ßgf) (ap + ßp') 3 ] = 0. 

Da diese Funktionen bezüglich der Variabein p, p' und q , q' symme- 
trisch sind, so liefert der Prozess d 2 dasselbe Resultat. 


11. Eine Funktion <p der Koefficienten einer Form ist 
eine Invariante, wenn sie isobarisch, bis aufs Vorzeichen 
symmetrisch und zwar gerade oder ungerade ist, je nachdem 
das Gewicht ft eine gerade oder ungerade Zahl ist und der 
partiellen Differentialgleichung 


genügt. 




+ fna m 



Beweis. Die Funktion <p wird homogen und ändert sich nicht 
durch die Substitution 


*— a » y — 

weil sie von konstantem Gewicht und bis aufs Vorzeichen symmetrisch 
ist. Denn sei 


(p tQ a d!ß • . . “|- T ( 1)' Q m — ^ • “b • • •> 


so ist nach der Annahme 

act 1 + ßß* + ...*= ft 
(m — a) cc f + (m — ß) ß ! -f- . . . = ft, 

woraus auch 

m(a' + ß'+ . ..) = 2 ft, 


d. h. die Funktion <p ist auch homogen. Durch die Substitution 
æ = y = — i> wird nun 


Faà de Bruno, Theorie der binären Formen. 


8 
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daher 


Ai = (- 1 

d> = r (_ 1 y m -a)a’+(m-ß)(r+... a *_ a ap m _^ . . . -f 

+ r (- 1 y (- 1)«« +/V+» • ojf . . . + . 


= <p. 


Ebensowenig ändert sich q> durch die Substitution 

æ = ! + £7?, 2/ = ^, 

weil sie der angegebenen Differentialgleichung genügt. Können wir 
nun mit Hilfe dieser beiden Substitutionen zeigen, dass <p durch die 
allgemeine lineare Substitution 

+ yj^p't + i’y 

in (pq'—ptqytp übergeht, so ist die Invarianteneigenschaft für <p 
nachgewiesen. 

Zu diesem Zweck machen wir in f der Reihe nach die folgenden 
Substitutionen 

*i=%, f % = -tf 2 , 

, V 4 

*2=# 8 +V-%> 2/2=.%, 

x a --p'x 4 , y.. = y it 

= 

wo r —p* q ist. 

Die drei ersten Substitutionen ändern nach den gemachten Voraus- 
setzungen den Wert von q> nicht. Durch die vierte Substitution er- 
hält <p den Faktor (— weil (p nach den Voraussetzungen isobarisch 
vom Gewichte ja ist. Durch die fünfte Substitution endlich erhält q> 

den weiteren Faktor ^ , aus demselben Grunde daher durch alle 

Substitutionen den Faktor r* 1 . Da aber die fünf Substitutionen zu- 
sammengesetzt die Substitution 

+ y-^p't + q’y 


liefern, so geht (p durch dieselbe in r fl <jp über; also ist <p eine In- 
variante. 

Statt der Bedingung, dass q> isobarisch und symmetrisch ißt, kann 
man auch voraussetzen, dass (p homogen vom Grade q und vom Ge- 
wicht \mq ist. Denn setzt man 


so ist dann 

und daraus folgt, dass 


q> = 2Jta a a ' a,y a / . . . , 

CC(x! - \- ß ß f ~ fflQ 

+ ß* + • • • Q 



oder 
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(jn> — w) cc f -f- (w, — ß) ß f -f- ... = ÎYI p * — (ä Ct* -f- ßß f -|- . . .) — Wl Q 


(m - a) a* + (m — ß) ß r +...== cca* + ßl 3'+..., 

woraus die Symmetrie der Funktion für die allgemeine Form von (p 
folgt. Die Symmetrie von <p in Bezug auf die Zahlenkoefficienten, 
also die Invarianz von qp, ergiebt sieb aber erst, wenn man die Re- 
lation ä r q)=*0 (vergl. pag. 110) aus der Relation dqp = 0 erschliesst. 
Dieser Beweis ist in einem allgemeineren Beweise am Schlüsse des 
§ 14 enthalten, auf den zu verweisen hier genügen möge. 

12. Berechnung der Invarianten einer Form. 

Aus dem Vorhergehenden folgt eine einfache Methode zur Berech- 
nung der Invarianten einer Form f. Nachdem man den Grad q der 
Invariante festgesetzt hat, schreibt man dieselbe in der Form 


£ C a 0 *o a/ 1 . . . Om*«*, 

wo 

0 .e 0 + 1 .ßj 

e 0 + e i + e 2 + ... = p 

ist und bestimmt die numerischen Koefficienten mit Hilfe der Differen- 
tialgleichung 9). Einer dieser Koefficienten ist willkürlich, denn die 
Differentialgleichung ändert sich nicht, wenn man die Invariante mit 
einer beliebigen Zahl multipliziert. 

Beispiel. Es sei m = 4, p = 2 und 


« Aa Q a± + Ba 1 o 8 + Ca 2 . 

Die Differentialgleichung liefert 

a 0 a 3 (B + 4 Ä) -f a t a 2 (3 B + 4 (J) = 0. 
Setzt man nun .4=1, so findet man 

I? = — 4, C= 3, 


<p = a 0 a 4 — 4 a t a 3 + 3 cu- 


2 


so dass 
wird. 

Nach dieser Methode sind die Invarianten der Formen zweiter, 
dritter, vierter und fünfter Ordnung berechnet worden, deren Werte 
man in den Tabellen am Schluss dieses Werkes findet. 


§ 11 . 


$ 

Die Invarianten einer Form als Funktionen der Wurzeln. 


1. Eine symmetrische Funktion der Wurzeldifferenzen, 
die jede Wurzel auf gleichem Grad enthält, ist eine In- 
variante der gegebenen Form. 

Beweis. Es sei 


1) f— a 0 (x — y) (x - a 2 y) — «„,*/) 

die vorgelegte Form und 


8* 
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<P — «</* ^ ( a i ^2)* ( a i a s)* (^2 a s) i • • • 

die Invariante. Durch die lineare Substitution 

x=pt + qr}, 

hat man die Transformationen 

- «,• y = O - «ttf) I + (g - «,■ q') 1? = (p - (% -^~7p> fl) > 

a.g'-g «*g'-g 




At — A * = 


» («» a *) 


pq 


p'q 


p — aip p — a k p ' (p — «t p') (p — «* p*) 

A=f(Pi p ! ) = a o (p ~ «ipO (p - « 2 p f ) . • • (p - «»iO- 

Ist v die Anzahl der in <p enthaltenen Wurzeldifferenzen , so wird die 
transformierte Invariante 

2 ) . ® = (pq , -p t q) v .<p. 

Denn da jede Wurzel a in <)p gleich oft vorkommt, und zwar ft -mal, 
so wird das Produkt aller Wurzeldifferenzen bei der Transformation 
den Nenner 

[O - a lP') (j? - «*/) •••(>- 

erhalten, durch den Aj 1 wieder in aj 1 übergeht, so dass nur (jpq f — p'<£) v 
schliesslich als Faktor hinzutritt. 

Beispiele. Die Funktionen (a 0 =l gesetzt) 

2 J ( cc x a 2 ) 2 (« 3 « 4 ) 2 ? 2 («1 « 2 ) 2 (^3 a ù 2 ( a i «3) 0*2 

E (a t - a 2 ) 2 (« 2 - a 8 ) Ä (« s - a 4 ) 2 (« 4 - « 5 ) 2 (« 5 - «J 2 

sind Invarianten, die beiden ersteren für die Form vierter, die letztere 
für die fünfter Ordnung, wahrend 

S a* a 6 2 («! - a 2 y (a s - a 4 ) 2 , £ (« t - a 2 ) (a 8 - « 4 ) ä (a 5 - a e ) 8 

keine Invarianten sind, denn die erstere Funktion enthält nicht die 
Wurzeldifferenzen, die zweite enthält nicht alle Wurzeln gleich oft. 

2. Die als Funktion der Wurzeln dargestellte Invariante <p 
genügt den partiellen Differentialgleichungen: 


3 ) 

4 ) 


I. 


** + |2 + ... + |2L_ 0> 


dcc l da 


2 


da m 

n. «i 2 l? + * 


da x 


da, 




2 


dq) 
d a m 




wo q der Orad der Invariante in Bezug auf die Koefficienten 
und s x « Ea ist. 

Beweis.* I. Die Gleichung 

5 ) 


d<p _ dtp da 1 , dq> da 2 dq> da 

— +...+ 


da k da x 


+ 

d a k da 2 da k 


2 öf'z/j 3 a k 


* Brioschi, Annali di Tortolini, Bd. Vergl. auch § 2,4 und § 2,8. 
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geht vermöge der (für die nicht -binomiale Form von f gütigen) Glei- 
chung [§ 2, 1 (4)] 


~dÖi k — a ’~ 1 “f" a i — * a * "I" a i — S <*** + • • • + «0«** 1 


über in 
dt P „ <i<p 


dtp 


Bilden wir die Summe der partiellen Ableitungen nach den Wurzeln, 
so kommt 


6 ) 


*j=m _ _ 


da 


m 


II. Man findet ferner die Gleichung 


k=m 


®« s * + ^ O **» + a ° s >) + • • • ■ + 

dtp , v 

+ ®iSm + •••-¥ a m — iS 2 ), 


m 


die mit Hilfe der Newtonschen Identitäten (§ 1,2) übergeht in 

k=m 

~2 n ‘ 8^ — 8^ (v> + 2 “>> - (<M + 8l “»> - ■■ ■■ - ■ 


*= 1 


dtp 


Indem man s t a 0 -^- addiert und subtrahiert, erhält man 

0 öft 


k=m _ k=m 

y«**^= Sl y 

-A 2«* ‘-A da k 


s< a f 


8<P +2a i ^- + ... + ma m 


dtp 


1 0 On. | " u 2 a I - - - i — nt rs 

k== l — * *=0 — * c a o da i ° a 


in — 1 


Nun genügt tp als homogene Funktion p ten Grades der Identität 

* = ”* Q 

2 a ‘sT,-‘ / ' p 

*=0 


und ferner ist, weil a 0 s x + 0 ^ = 0, 

dtp 

h 


Y a ; = a 


dtp 


woraus 


k=m 

2“’ 


dtp 

da k 


dtp 


dtp 


S x Q^P — ^1 q “t“ ^ ß'2 o ”i” * * * ^ 


dtp 


da, 


2 da t ' 1 aa m ^x 


*=i — ~- ¥ o 

Die rechte Seite dieser Gleichung verschwindet, weil tp eine In- 
variante ist (§ 10,8), so dass 
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*==»_* « 

:-**»*• 

Anmerkung 1. Man kann auch noch die Gleichung ableiten 


m 


dtp 

ëa k 


yi at - k«! + « o«*) 


C (p 
da o 


d<p 


— (« 2 + « 0 s 3 ) — 


die zufolge der Newtonschen Identitäten übergeht in 




Vi,|£ » 2 


+ 2 a* ~ a m „^ 


Nun genügt 9, dessen Gewicht konstant gleich \mQ ist, der Glei- 
chung (§2,2) 


a 


dq> 


+2 0, 


0Ç? 


so dass 
7 a) 


1 2a 1 Ta ”*?a J 


-f- . . . -f" m a 


dtp 


m 


da 


= *»» 99 , 


7/i 


in 


Srt dtp , 

2, 


Anmerkung 2 . Ist die Form f mit Binomialfaktoren versehen, 
so genügt <p den Gleichungen 


7/i 


8 ) -2L- = fl « J T+ 2a >^ + - = ° 


dtp 


dtp 


m 


9 ) 


9 a) 


2 ttk *da k ~ s ^ ( P = ma » + ( m “ l ) "Ö’ +- = 0 > 

. o- ^ 


Sa, 


/ , = l*« 


+ 2 % Yä + • • • “ \ m Q*P- 


2 


3 . Der kanonische Ausdruck einer Form ungerader Ord- 
nung kann mit Hilfe der vorstehenden Sätze so umgeformt 
werden, dass die Koefficienten Invarianten sind. 

Die Form (2 m — l) ter Ordnung 
10) f= a ü x tm ~ 1 + ^ 2w 1 ~ ■*) a 1 x 2w ~ i y + ... + «i«-iÿ 2m_1 
wurde auf den kanonischen Ausdruck 


11) b k (x + a^j ) 3 m 1 + b a (x + ct 2 y ) im - 1 + ... + b m (x + cc m yy m - 1 

gebracht, wo « n ..., cc m als Wurzeln einer Gleichung m 4011 Grades ge- 
geben waren (vergl. § 8). 



§ 11. Die Invarianten einer Form als Funktionen der Wurzeln. H9 
Setzen wir nun 


12 ) 

13) 

ao wird 


x 


>J “ 


2m-l — 

_/A 

«2-«S 
2m-l. — 

Vh 

a 2 a 3 


{ « x (ffjj - « 3 )| + «JJ («! - a 3 ) ij ) , 


( (« 3 - «*) I + («s — «i) V Ï » 


14) 


x + Ul y = 


2m- 1. - 

_y\ 

Ä 2 
2//i- 1 


(«1 - «*) (« 8 - - a,)'!?, 


x+ojjÿ- i/^ («i “«*)!) 

2m-t - 

X + «kV = ~ j- ( («2 - « 3 ) («! - «*) I + («! • « 3 ) («2 - - a*) »? } 


«2 “«S 


Setzen wir ferner 



/ 




m — 


1 

- B 


n 


< 


V 


M*(«i ~ ^) 2,/4_1 

( g i - «») («2 - «0 
(«2 “ «s) («1 — «*) 


-Ä(*>1), 
— A* , 


so geht 11) über in 

16) f == — 1 + B 2 g* 1 + (6 + A 3 n y — 1 + 

+ . . . + B m (£ + KuV)* Ml ~~ S 
wobei man zunächst bemerke, dass A 3 *=-f 1. 

Nun lässt sich beweisen, dass die Funktionen B und A 
Invarianten der gegebenen Form sind.* 

Beweis. Die für die Invarianten charakteristischen Operationen 


8^ + 2 ° l dä t + ‘ - • + V m ~ ^ 

(2m-l)a 1 - ë ■ + (2m-2)a i ^ t + 
da 0 v 7 2 oa x 


m — 2 


da^m—i 7 


■ . • “b #2 m — 1 


d Ctf'2 tu — 2 


sollen symbolisch durch d und ö r bezeichnet werden. Diese beiden 
Prozesse sollen nun auf das für b und cc gütige System [§ 8, l (3)] 
angewandt werden, welches dadurch übergeht in die beiden Systeme: 


* Betti, Annali di Tortolini, Bd.VII. 
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17) 


18) 


db. 

+ 

d b 2 -f" . . . 

+ 

d b m = 

0 


a t d b ± 


a* d \ + . . . 

+ 

«m d b m 

, + d«! + fcg d« 2 + . . . + 







-|- d ff Wt 1 Aq 

• • 

• • 

+ «2 

• • • 

2m ~ 1 db i -\-... 

• 

+ 

• • 

ocJ m - 

1 d6 w +(2m— 2 da 1 + 


+ (2 

m— 1) b 2 cc 2 2m 


1 d« 2 + 

...+ (2»î— 1) b m a m 2m ~ 2 du m = 







= (2m — l)a 2m _ 2 . 


+ 

d^ b 2 -j- . . . 

+ 

d'6„, = 

(2m — 

l)«i 

a Y ÿb x 

+ 

^ +••• 

+ 

«rn d' b m + b t d' 

a i + \ d f «2 4" • • • + 


+ b m ö f a m = (2 m— 2) a 


2 


19) 


a x 2m ~ 1 d t b l + a^ m — l d'b 2 + • • • + a m 2m ~- 1 d l b m -{-(2m—ï)b 1 a 1 2m — 2 ô r a 1 -f- 
+ (2 m — 1) 6 2 cr 2 2 m ~ 2 d f a 2 + . . . + (2 m — 1 ) b m a m 2 m ~ 2 ö f a m = O. 

Aus diesen beiden Systemen 17) und 18) erhält man durch Auflösung, 
wegen derselben Gleichungen § &,i, 3) 

ôbi =0, da f = 1, 

d'ö* = (2m — 1) 6,- a,-, d'a f - = — o» 2 . 

Vermittelst dieser Gleichungen ergiebt sich alsdann aus 15) 

fdj^-0, dj?* = 0, dA*=0, 
id'JB^O, d'.B* = 0, d' A* = 0. 

Da nun durch die symbolischen Gleichungen 

dq) = 0) d f (p = 0 

und durch die Bedingung der Homogenëitât nach dem Früheren offen- 
bar eine Invariante ç? definiert wird,* so folgt aus 19) und weil die 
homogene Funktionen 0 ter Dimension der Koefficienten, die b homo- 
gene Funktionen erster Dimension, also auch die B und A homogene 
Funktionen sind, dass B kl A* Invarianten sind. 

4. Man kann den Satz 3 auch durch direkte Substitution beweisen. 
Transformiert man nämlich direkt die kanonische Gleichungsform 
durch die Substitution 

deren Modul 

r^pgf-p/q, 

so gehen deren Grössen a über in 


* Denn vermöge d<jp = 0 ist die Substitution + y — q ohne Änder- 
ung von tp möglich, vermöge d'qp®“ 0 ebenso die Substitution # = = + 

die zusammen eine Substitution von der Determinante 1 liefern. Verbindet man 
damit die wegen der Homogenëitât von <p erlaubte Substitution æ = y = çr}, 
so erhält man alle Substitutionen. 


§ 12. Anzahl der einer Form ro tor Ordn. zugehörigen Invarianten ^"Grades. J21 


a = 


2 + ÿa 


p+p'a 

Der Ausdruck A*, der nur die Differenzen der Wurzeln a 1} (%, ... 
enthält, und zwar im Zähler und Nenner eine Wurzel in gleichem 
Grade, bleibt demnach durch die angegebene Substitution ungeändert. 
Dagegen gehen b und B über in 


. 27 « 1 


= r 2m-l_ß i 

Bk = h(p +pfa t y m ~ 1 . b t (j> +p'a k ) im ~ 1 . («! — a*) 2m_l . 


.2 m — 1 


— r 


2m— 1 


Ä 


woraus die Invarianteneigenschaft der Grossen B und A unmittelbar 
ersichtlich ist. 


§ 12. Anzahl der einer Form m Ur Ordnung zugehörigen 

Invarianten Grades. 

1. Invariante und Semiinvariante. Jede homogene Funktion 
q> p ten Grades einer Form m ter Ordnung vom konstanten Gewicht 
welche der Operation 

3(p = ( a °Â 1 + 2ai i 9 + -' + m0 "- 1 aÜ“) <P = ° 


v 2 v '"m* 

Genüge leistet, ist nach § 10 eine Invariante. Wenn die Bedingung 
d = 0 erfüllt, das Gewicht der homogenen Funktion p ten Grades aber 
von \mQ verschieden ist, so heisse die betrachtete Funktion eine Semi- 
invariante.* 

Zu den Semiinvarianten gehören nach §4, 3 die symmetrischen Funk- 
tionen der Wurzeldifferenzen, die Sturmschen Reste, die Koefficienten der 
Waringschen Gleichung der quadrirten Wurzeldifferenzen, die ersten Koef- 
ficienten der noch zu diskutierenden Kovarianten. So ist die Funktion 

a 0 2 a s 2 — 6 a 0 a x a 2 a 9 + 4 a 0 a 2 8 + 4 af a 8 — 3 a^a* 

für die Formen von der Ordnung m> 3 eine Semiinvariante, weil sie 
der Operation ö = 0 genügt, aber weder symmetrisch noch vom kon- 
stanten Gewicht jp = -J- m . 4 ist. 

Bei der Berechnung der Invarianten und Semiinvarianten ver- 
mittelst der Operation d = 0 (vergl. § 10,12) entsteht die Frage nach 


* Péninvariant. 
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der Anzahl der Funktionen vom Grade q und vom Gewicht^), die 
der Gleichung d = 0 genügen, d. h. nach der Anzahl der Invarianten 
und Semiinvarianten p ten Grades, die einer Form m ter Ordnung zu- 
gehören. 

Soll die isobarische homogene Funktion <p p ten Grades, p ten Ge- 
wichts der Koefficienten einer Form m ter Ordnung /'vermöge der Glei- 
chung dqp = 0 bestimmt werden, so ist zunächst die Anzahl C p der un- 
bestimmten Koefficienten gleich der Anzahl der in tp enthaltenen Glie- 
der. Ebenso oft kann die Zahl p als Summe von q Zahlen der Reihe 0, 
1, 2, ..., m mit Wiederholung dargestellt werden. Aber durch An- 
wendung der Operation S auf <p sinkt das Gewicht um 1, während 
der Grad unverändert gleich q bleibt. Da nun die Anzahl der Glieder 
in dqp, die mit Cp— i bezeichnet werden soll, offenbar kleiner ist als 
die Anzahl der Glieder C p in <p, so bleiben G v — C p — i = P Koefficienten 
willkürlich, weil für die C p Unbestimmten nur das durch d<p = 0 ge- 
gebene System von Cp— i Gleichungen zur Verfügung steht. Dabei 
wird vorausgesetzt, dass die C p -± Bedingungsgleichungen unter einander 
unabhängig sind, was nach Gordan* nicht immer der Fall ist. Also 
genügen der Gleichung dqp = 0 nur im allgemeinen P linear von ein- 
ander unabhängige Funktionen (p Q ten Grades, ^> t6n Gewichts. 

2. Allerdings ist die Anzahl dieser Funktionen <p eine unbeschränkte, 

allein es lässt sich zeigen, dass alle weiteren Invarianten, die den 

« 

charakteristischen Gleichungen genügen, lineare Funktionen von P von 
einander unabhängigen Invarianten sind. 

Betrachten wir z. B. den Fall P=2. Den beiden Systemen der 
willkürlichen Koefficienten 

M U M 2 und M\, M\ 

mögen die beiden von einander unabhängigen Invarianten 

J und J f 

entsprechen. Ist nun vermöge eines dritten Systems von willkürlichen 
Koefficienten M n 17 M ft 2 die Invariante J ft gebildet worden, so soll 
man die lineare Beziehung haben 

1) J" = tiJ+vJ ', 

wo ft, v zwei Zahlenkoefficienten bedeuten. 

Beweis. Die Glieder der verschiedenen Invarianten stimmen bis 
auf die Zahlenkoefficienten überein. Also haben J 7 J\ J n die Formen 

* Crelle Journal Bd. 69, und Cayley, 8 te » Memoir upon Quantics. Phil. 
Trans. Bd. 157, 1867. 
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2 ) 


J M t (-4i) + M 2 (A 2 ) + . . . + Mi (Ai) + . . . 

J r = M\ + M l ' 2 (A 2 ) -f • • + M*i (Ai) -f- . . 

J ,r = M t, 1 (A^) + M n 2 (-4 2 ) + • . • + M n i (Ai) + . . . , 

wo (-4 1 ), (A 2 ) 7 . .., (-4t), ... die den sämtlichen Invarianten desselben 
Grades und Gewichtes gemeinsamen Glieder (ohne die Koefficienten) 
bezeichnen, die M i} ... die Zahlenkoefficienten. 

Ist nun den Bedingungsgleichungen zufolge, welche nur lineare 
homogene Beziehungen zwischen den Koefficienten liefern, 

3) M^xM^iM^, 

so hat man auch 

{ Mi = xM\ +XM' 2 , 

lïf l ', = xJf r 1 + A.afV 

Bilden wir nun die Gleichung 

o) fiJ -f - vJ r — (fi M± -|“ v M ^) (-4i) “h • • . -f" (fl Mi -f- v 3I f i) (-4/) • • • 

und bestimmen /x, v aus den Gleichungen 

[pM 1 + vM\ = M" 1 , 
l fiM 2 + vM' 2 ~M\ 

so hat man 


4 ) 


6 ) 


29 


fi Mi + v M'i = fi (xM 1 + A M 2 ) + v (xM\ + XM r 2 ) = 

= x (fiM 1 + vM\) + A (f iM 2 + vM’ 2 ) = xM" 1 +XM" 2 =M ,t i 

und demnach 

fi J+ vJ f = M\ (A,) + M\ (A 2 ) + . . . = J ". 

Dieser Satz gilt allgemein. Sei J eine Invariante, welche einem par- 
tikulären System der P willkürlichen Koefficienten zugehört, während 
J 19 J 21 ..., P von einander unabhängige Invarianten sind, die P Systemen 
der P willkürlichen Koefficienten entsprechen. Eine jede dieser In- 
varianten J, P t , Jg, ... kann dann vermöge der Bedingungsgleichungen 
öq>-=0 dargestellt werden als lineare homogene Funktion von den- 
selben P Gliedern, nämlich 

J = M x (-4i) + . . . + Mp (Ap) 

J 1 = MV(A 1 ) + ... + M? U*) 


Jp = M<P UÙ + — + M? (Ap) , 

wo die (Ai) Aggregate aus den Koefficienten der Form sind, woraus 
sich durch Elimination dieser P Glieder (-4^, . .., (Ap) die Invariante 
J als lineare homogene Form von J X) ..., Jp ergiebt. Man hat also 
das Theorem: 

Die Anzahl der von einander unabhängigen Invarianten 
p tcn Grades, j? ten Gewichts einer Form m ter Ordnung ist gleich 
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der Anzahl P der Koefficienten, welche die Bedingungs- 
gleichungen, die aus der Gleichung d = 0 sich ergeben, will- 
kürlich lassen.* 

3. Die Anzahl der Invarianten hängt von der oben durch C p be- 
zeichnten Kombination3zahl ab. Es handelt sich also zunächst um 
die Bestimmung von C P7 zu der wir den folgenden Hilfssatz benutzen: 

Eine Zahl p kann als Summe von p Zahlen der Reihe 0, 
1, 2, ..., m so oft dargestellt werden, als der Koefficient von 
xPz$ in der Entwicklung nach steigenden Potenzen von z der 
Funktion 

^ ^ (1 — Z) (1 — Xi z) (1 — x 2 z ) ... (1 — x m z) 

beträgt.** 

Denn schreibt man z — r- in der Form 

1 — orz 

- — L_ == 1 + a?z + x 2i z 2 + 
l—x t z 

so ist Z das Produkt von m+1 solchen Summen, entsprechend den 
Werten 0, 1, 2, ... ; m, die man i erteilen muss. Um dabei irgend 
ein Glied des Koefficienten von z? zu erhalten, hat man dabei z$ in 
Faktoren 

zQ = z k .z l ... 

zu zerlegen und jedem solchen Faktor £* entsprechend x ki zu nehmen, 
wo 

& + ? + .. . = p, 

i aus den Zahlen 0, 1, ..., m und zwar für jeden Faktor #*, ... 
verschieden, zu nehmen ist. 

In diesem Produkt tritt also das Glied x?zQ so oft auf, als die 
Zahl p aus q Zahlen der Reihe 0, 1, 2, ..., m mit unbedingter 
Wiederholung zusammengesetzt werden kann. 

Die Entwicklung von Z nach steigenden Potenzen von z gebe den 
Ausdruck 

8) Z = 1 -f- A±z -f" A 2 z 2 A§zP -f- . .. -j- AqZ@ -p..., 

wo A 17 A 2j ..., Aç ganze Funktionen von x sind. 


* Cayley, 2*®* Memoir upon Quantics. Phil. Trans. Bd. 146, 1856, pag. 101. 
Unter „unabhängig“ ist verstanden, dass keine lineare Relation zwischen den 
Invarianten besteht. 

** Cayley, Phil. Trans. Bd. 146 pag. 134 (1856): „Researches on the par- 
tition of numbers“. 
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4. Um C p zu berechnen,* vertausche man zunächst in 7) z mit 
xz und entwickle diesen Ausdruck nach steigenden Potenzen von z, 
nämlich 

(1 — z)Z= (1 — x7 n + 1 z) (l + A l xz + A^^ + ... + Aç3fie Q + ...) 

und setze die Koefficienten von sfi auf beiden Seiten dieser Gleichung 
einander gleich. Dann ist 

A f (1 - O = A f - 1 (1 - af»+% A e -LzfJ* . Ag-x. 

% 

Nun ist Aq = 1 , also 

1— x” 1 * 1 (1 — x m + l ) (1 — x m + 2 ) 

Al== 1-x » A 2== (l- x )(l-x*) » 




Aç — 


(1 — x) (1 — X 2 ) 

(1 — (1 — rc m + 2 ) (1 — # m + 8 ) 

(1 — x) (1 — x 2 ) ( 1 — x 3 ) 

(l — x m + 1 )(l — x m + 2 )...(l -x m +e) 
(1 — x) (1 — x 2 ) . . . (1 — x<t) 


u. s. w. 




9 ) 

Setzt man 

10) t( x )= 1 + C r 1 a;-fC f 2 i 2 + C f 3^ 3 + ..., 

wo die oben angegebene Bedeutung hat, bildet ferner 

« 1 \ (#) Cj 4~ 2C g ^ ~t~ 3 ~K « • 

' (x) 1 + C l x + C 2 x 2 + ... 

und setzt den Zähler von 4>(x) in 9) = f(x ), den Nenner von 9) 
= qp (a?) , so hat man identisch 

' 1> (x) fix) <p (x) 

Bezeichnet man nun die Wurzeln der Gleichungen f(x)=-Q } q>(x )= 0 
bezüglich durch a l} «g, ..., ß 17 0 2 , ..., so ist 

_ f[jx) Ea -i x + 2_ a -s x 2 + ... 

f( X ) 


13) 


^ = £ß-' + £ß~*x + Zß~>x* + ... 


Setzt man zur Abkürzung 
14) -JEo-* +£/*-* = «*, ' 

so findet man 


15) 


f(x) c p'(x) 
i> ( x ) f( x ) <p (x) 1 


Sa X “|" So X^ “f" • . • 


* Brioschi, Annali di Tortolini, VIII (1857). 
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und durch Gleichsetzung der Koefficienten von 11) und 15) das System 
von Identitäten 


16) 




woraus sich ergiebt 



+ Sg 




h Ç, 

+ s 2 Ci 

+ S 3 



hC» 

+ s 2 C 2 

+ S 3^1 + S 4 


• 

\C p . 

• • « 

_i + s 2 C p - 

-2 + • • • 

+ Sp— 

i Ci + Sp , 

h 

- 1 

0 

a 

0 

h 

- 

-2 

0 

0 

s z 



t 

-3 

0 

Sp — 

1 Sp— 2 

Sp — 3 

Sp — 4 

... (jö - 

Sp 

Sp — l 

<N 

1 

Sp — s 

... Sj 


17) n(j>).C t ,= 

Uvp, -1 


5. Zur Berechnung von $ dient nun der folgende Weg. In den 
Gleichungen jf= 0, <p = 0 sind die Wurzeln a, ß aus Ausdrücken der 

Form 1 = 0 

zu berechnen und s t - ist eine symmetrische Funktion der Wurzeln jeder 
dieser binomischen Gleichungen. Der auf diese binomische Gleichung 
bezügliche Teil der Summe Si hat den Wert 7c oder 0, je nachdem i 
ein Vielfaches von Tc ist oder nicht. Nun kann 7c für f{x ) die Werte 
m + 1, m + 2, ..., m + p, für <p(#) die Werte 1, 2, ..., q annehmen. 

Bedeutet daher eine Grösse, die den Wert 7c annimmt, sobald i ein 

* 

Vielfaches von 7c ist, und die verschwindet, sobald dies nicht der Fall 
ist, so hat man für $ t den Ausdruck 


18) = 1 + fijjP + + • • • + ^ 


w-j- 1 


JO _ 

b m + 9 


JO 


Beispiel. Es soll C p für p = 6, p = 3, m = 5 gesucht werden. 
Mit Hilfe der Formel 


Si = 1 + 4 ° + — 4 ° — « 7 ° — « 


(0 


findet man 1 „ . „ . A 

®x ■ 1 » ® > ®8 4 , " > s r> — 1 » ®e ■ — 0 , 

woraus schliesslich 


n(ß).c e - 


und 


1 

3 

4 
3 
1 
0 


1 

1 

3 

4 
3 
1 


0 

2 

1 

3 

4 
3 


0 

0 

3 

1 

3 

4 


0 

0 

0 

4 

1 

3 


0 

0 

0 

0 

5 

1 


= 77 (6). 6 


6^ = 6. 
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Anmerkung. Das System (16) ist von derselben Form wie die 
Newtonschen Identitäten (§ 1,2), wenn man darin a 0 = l setzt, an 
Stelle von a t C* einführt und mit — s, vertauscht. Man kann des- 
halb auch C p nach der Formel 40) in § 1, 4 ausdrücken, nämlich 


19) 


€L 




(?)''■ ■ • (!)'' • 


/p ^ 77(A 1 )...H( Ap) 

wo 77(A) = 1.2...A; Aj + 2A a + ist, und die Summe über 

alle dieser Bedingung genügenden Werte der A auszudehnen ist. 

6. Die Anzahl C p kann man auch direkt als numerischen Koeffi- 
cienten von x* in dem nach steigenden Potenzen von x entwickelten 
Ausdruck 

(1 — Z"** 1 ) ... (1 — X m + 9 ) 

(1 — x ) ... (1 — xi) 

berechnen. Dieser Koefficient soll (nach Jacobi) symbolisch durch 

f(l -*»+»)... (1 -*"+*)! 

20 ' Cp ~\ (1 — (1 — afi) 

bezeichnet werden. 

Beispiel. C p zu finden für jp = 6, p = 3, m = 5. Man hat 


C e = 


(1 — X e ) (1 — X 1 ) (1 — X 8 ) 


(1 — x) (1 — X % ) (1 — X 3 ) 

= { (1 + Æ 3 ) ( 1 + + Æ 4 + % 6 ) (1 + x + + # 6 ) } * c = 

= { (1 + X + X 2 + 2 a; 3 + 2a; 4 + 2x 6 + 2x (] + . . .) (1 + x 2 + a; 4 + x *) } = 

= j(l+a: 2 + 2a 4 + 2a* 6 + ...)(l + a- 2 + a 4 + a- G )} a; c=l + l + 2 + 2^6. 

7. Multipliziert man den Ausdruck 9) für il>(x)== A q im Zähler 
und Nenner mit 

(1 - sfi+ l ) (1 - *e+ 2 ) . . . (1 - x ™) , 

so hat man 


21 ) 


M = (1— «*+») (1 - &+ 2 ) •••(! — * «+’") 
v W (!-*)(!- x 2 ) ... (1 - x'") " ’ 


was den Koefficienten von z m in der Entwicklung von 

_1 

(1 — 2 ) (1 — xz)...(l — x^z) 

nach steigenden Potenzen von z darstellt. Also ist i p(x) sowohl 
der Koefficient von zß in der Entwicklung von 

1 

(1 — z) (1 . — xz)...(l — x m zy 

als auch der Koefficient von & n in der Entwicklung von 

1 


(1 — z) (1 — xz ) ... (1 — x$z) 
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Aus dieser doppelten Bedeutung von fliesst der Satz: 

Eine Zahljß kann ebenso oft als Summe von q Zahlen der 
Reihe 0, 1, 2, ..., w, als von m Zahlen der Reihe 0, 1, 2, ..., ç 
dargestellt werden. 

Beispiel. Es sei p = 8, p = 3, m = 5. 

Aus den sechs Elementen 0, 1, 2, 3, 4, 5 kann 8 auf sechs Arten 
als Summe von drei Elementen gebildet werden, nämlich 

035, 044, 125, 134, 224, 233. 

Ebenso oft kann 8 als Summe von fünf Zahlen der Reihe 

0, 1, 2, 3 

dargestellt werden, nämlich 

00233, 01133, 01223, 02222, 11123, 11222. 

* 

8. Der letzte Satz von Nr. 7 kann auch so ausgesprochen werden: 

Eine aus den Elementen a 0 , a u ..., a m komponierte Funk- 
tion p ten Grades, j9 ten Gewichtes hat ebensoviel Glieder als 
eine aus den Elementen a 0 , a n ..., a Q komponierte Funktion 
m ten Grades, |) ten Gewichts; z. B. die Funktion 

Aa 0 a à + Ba t a 3 + Ca 2 2 , 

wo jp=4, 9 = 2, m = 4 ist, hat dieselbe Gliederzahl wie 

« 

A f a i 4 + B r a*a 2 + C r a 0 a 1 i a 2 , 

wo p = 4, 9 = 4, m = 2 ist. 

Anmerkung. Dieser Satz giebt nur dann genauen Aufschluss 
über die Anzahl der Glieder im Ausdruck einer symmetrischen Funk- 
tion der Wurzeln, wenn man denselben mit Koefficienten in un- 
bestimmter Form zu Grunde legt. So hat z. B. die symmetrische 
Funktion 

— 3 %a 3 + 4a 0 O2 a 4 “ 3a! 2 a 4 + 7 a 0 a ± a 6 — 12a 0 2 a 6 

im allgemeinen sechs Glieder und reduziert sich für m = 5 auf fünf 
Glieder, da in diesem Fall — 12a 0 2 a 6 verschwindet. Trotzdem findet 
man für m = 5 C p = 6, und diese Zahl stimmt auch, sobald man die 
Funktion mit unbestimmten Koefficienten zu Grunde legt. Denn in 
der allgemeinen Form ist noch das Glied a 2 3 enthalten, dessen Koeffi- 
cient aber Null ist. 

9. Auch in der folgenden Form kann der vorstehende Satz aus- 
gesprochen werden: 



§ 12. Anzahl der einer Form m *** Ordn. zugehörigen Invarianten ç* * ®" Grades. 129 


23) 


Die Anzahl der Lösungen der beiden Gleichungen 

| ma m + (m — 1) a m _i + . .. + 2a g + a x =p 
l a 0 + äj + ctg -J- . . . + a m = p 

ist gleich der Anzahl der Lösungen des Systems 

24 N { Qße + (q — 1) ße-i + • • • + 2ßs + ßi —i» 

’ ßo + ßi + ßi + • • • + ßf ” »», 

wo cc und ß alle positiven ganzzahligen Werte, die Null 
nicht ausgeschlossen, annehmen können. 

Wir geben von diesem Satze noch einen direkten Beweis.* 

Jede Lösung des ersten Systems ist eine Lösung der Gleichung 

25) ( a m + a m _i + ... + «i) + (<*m + ••• + «*) + ••• + («m + «»» — l) + «m=.P, 

wodurch aber zugleich die Zahl p in m Teile, welche die Zahl p nicht 
überschreiten dürfen, geteilt »wird. Man hat also dann die Zahl p 
aus m Zahlen der Reihe 0, 1, 2, ..., p auf alle Weisen zu kompo- 
nieren, wie in 24). Es sei z. B._p = 30, p = 6, m = 8. Den Lösungen (a): 

8. 1 + 7. 0 + 6. 1+5. 2 + 4. 0 + 3. 2 + 2. 0+1. 0 = 30 

l+0+l + 2 + 0 + 2 + 0 + 0 + 0 = 6, 

8.0 + 7.1 + 6.1 + 5.1 + 4.3 + 3.0 + 2.0 + 1.0 = 30 
0 + 1 + 1 + l + 3 + 0 + 0 + 0 + 0 = 6, 

8.1 + 7.0 + 6.2 + 5.1 + 4.1 + 3.0 + 2.0+1.1=30 
1+0+2+1+1+0+0+ 1+0=6 

entsprechen die konjugierten Lösungen (ß ): 

6.3 + 5.0 + 4.2 + 3.0 + 2.1 + 1.2 = 30 

3 + 0 + 2+.0+ 1 + 2 + 0 = 8, 

6.4 + 5.0 + 4.0 + 3.1 + 2.1 + 1.1+0.1 = 30 

4 + 0 + 0 + l + l + l + l = 8, 

6.1 + 5.3 + 4.1 + 3.1 + 2.0 + 1.2 = 30 
1 + 3 + 1 + l + 0 + 2 + 0 = 8, 

und man hat die beiden Systeme (25): 

6 + 6 + 6 + 4 + 4+2 + 1 + 1 = 30 
6 + 6 + 6 + 6 + 3 + 2+1 + 0 = 30 

6 + 5 + 5 + 5 + 4 + 3 + 1 + 1 = 30, 

8 + 6 + 5 + 5 + 3 + 3 = 30 

7 + 6 + 5 + 4 + 4 + 4 = 30 

8 + 6 + 6 + 5 + 4 + 1 = 30. 


* Bellavitis, Sulla partizione dei numeri. Annali di Matematica t. 2, 1869. 

Faà de Bruno, Theorie der binären Formen. 9 
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10 . Die Zahl der durch die Gleichung d<p = 0 unbestimmt ge- 
lassenen Koefficienten war gleich P=C p — C p - 1 gefunden. Nun ist 
C p — i der Koefficient von x p ~ 1 zQ in der Entwicklung von 

1 

(1 — z) (1 — xz ) ... (1 — x m z) 9 

oder der Koefficient von x p z$ in der Entwicklung von 


x 

(1 — z) (1 — xz ) ... (1 — x m z ) ’ 

also ist P der Koefficient von x p z$ in der Entwicklung von 


1—x 


m 


— — — (1 -X)^9 Agg« - (1 - *) Z-Z'. 


o 


(1 — s) (1 — Xg) ... (1 — X m g) 

Nun ist aber 

(1 -a^ , + 1 )...(l — x m +<!) 


Ag>=t(x) = 


also 


(1 — #)...(! — xu) 


und schliesslich 
26) 


7 ,_'V(1 — aJ m+1 )...(l— *’"+*) . 

* (1 -*■)...(! -as») • 


= 1 


(1— * m +i). ,.(l_a; m +e) 


(1 —x 2 ) ... (1 —3$) 

was den Koefficienten von x p in der Entwicklung des eingeklammerten 
Ausdrucks bedeutet. 

Setzt man (18) 

M _ .» _ _ M) = _ 1 = ß . 

b m- f-2 *** A 

so findet man mittelst der Formeln 16) 


27) sf + e« + . . . + sf 


28) n(p).P^ 


*1 

-l 

0 

0 

... 0 



2 

0 

... 0 

^8 

<*2 

*1 — 

3 

... 0 

<*p 

• 

H 

i 

• 

• • 

<S p —2 

6p— $ 

... 


11 . Anwendung auf die Lehre von den Invarianten. 

Ist m die Ordnung der Form, q der Grad der Invariante, p = Y m Q 
das Gewicht der Invariante, so hat man (nach Nr. 8) den Satz: 

Die Anzahl der Invarianten 9 ten Grades einer Form m ter 
Ordnung ist gleich der Anzahl der Invarianten w ten Grades 
einer Form 9 ter Ordnung. 

Für 9 = 2 ist p = m und man bestimmt den Koefficienten von x m 
in der Entwicklung von 
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Ö ^ ^2^ ^ W — — = (1 —x m + l — + x 2m + 3 ) . (l-f^-f# 4 + ...), 

der für ein gerades w Eins, für ein ungerades m Null ist. Also ist 
bei geradem m P=l, bei ungeradem P=0. 

Daher: 


Formen gerader Ordnung haben eine und nur eine In- 
variante zweiten Grades. 

Formen ungerader Ordnung haben keine Invariante zwei- 
ten Grades. 


12. Es soll die Anzahl der Semiinvarianten vierten Gra- 
des, vom Gewicht 6, einer Form fünfter Ordnung bestimmt 
werden. 

Eine solche Semiinvariante vierten Grades lautet für Formen 
fünfter Ordnung in unbestimmter Form: 

J = Aa 2 a x a h + Ptf 0 2 a 2 a 4 + Cto 0 a i* a 4 + Ba 2 a 2 + Ea^a^a 8 + 

+ Fa t 3 a z + Ga 0 a 9 3 + Hafaf. 

Führt man den d- Prozess aus, so kommt: 

dJ = Aa 3 a b + (5-4 + 2 J? + 2C) a 0 2a i a 4 + (4P + 6P + E ) a^a % a z -f- 

-j- (4 C -*(- 2 E -f- 3P) %a^a z -(- (3 JE7-4- 6 G -j- 2 .ff) H~ 

+ (3P + 4-ff) a 3 a 2 = 0. 

Zur Bestimmung der acht Koefficienten 4, P, . .., H stehen sechs 
Gleichungen zur Verfügung; also existieren 8 — 6 = 2 Semiinvarianten, 
die den folgenden Losungen entsprechen: 

A = 0, P = 0, C=0 ; D= 1, P= — 6, P= 4, G = 4, P = - 3, 

4 = 0, P=l, C=-l, P = -l, P= 2, P=0, G = -l, PT=0, 

und welche lauten: 

J4 = a 2 a 2 — 6 a 0 % a 2 a z + 4 a 3 a s + 4 a 0 a 3 — 3 a x 2 a 2 2 , 

J\ = a 0 2 a 2 a 4 — — a 0 2 a s 2 + 2a 0 a 1 a 2 a 3 — a 0 a 2 8 . 


Die Formeln 27) und 28) geben für diesen Fall <3^ = 0, <f 2 = 2, 
ö 8 = 3, (? 4 = 6, tf 5 = 0, dg = — 1 und die Determinante 


also 


77(6). P= 




P=2. 


N 


9 * 
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Man kann auch den Koefficienten von Æ 6 in der Entwicklung von 


(1 — x G ) (1 — x 1 ) (1 — x s ) (1 — X 2 ) 
(1 — X 2 ) (1 — X 9 ) (1—xP) 


aufsuchen- Bringt man diesen Ausdruck auf die Form (1 + x 2 + Æ 4 ) 
(l + ^)(l + a^ + ^ 6 )(l — x 7 ), so wird der Koefficient von x G P=2. 


13. Bezeichnet man allgemein die Anzahl der Invarianten p ten Gra- 
des einer Form m teT Ordnung durch T^\ so hat man die Reihe von 
erten. * 

T< 4) = 1, 2V»-1, Tf = 1, Tf = 1, 

T£>- 2, T <4) = 1 , Tg 4) = 2; 

Tf = 1, T<, 8) = 2, TS- 3, Tg-1. 

So ist z. B. 


(4) _ I (1 — æ 5 ) (1 — a; 6 ) (1 — a: 7 ) (1 — æ 8 ) (1 — æ 9 ) (1 — a: 10 ) i 
**~\ (1 — ie*) (1 — æ 8 ) (1 — iC 4 ) (1 — as®) (1 — a; 6 ) U“ 

= { (1 + Æ 4 ) (1 — X 7 ) (1 + X? + X 6 ) (1 + X? + Æ 4 + # 6 + X?) } *1» = 

= { (1 + x u + . . .) (1 + x 2 + # 6 + x?) } * 1 * = 1 + 1 = 2. 


Ferner 


n 5) 


-r 


— æ 6 ) (1 — a; 7 ) ... (1 — a; 18 ) 


(1 — x 2 ) (1 — x ?) ... (1 — æ 8 ) 

= {(l+æ 5 )(l — x n ) (1--æ 18 )(1+^+;z 8 )(1+æ 8 +æ 6 )(1+# 2 +^+... )},,.*>= 
= { (1+æ 6 — x 11 — x is — x 16 — x 18 . . .) (1+æ 8 +æ 6 ) (1-| -a^+æ 8 ) . (l+^+aA-K..) } ** o= 

= {(1 + æ 6 + æ 8 — æ 14 — 2æ 16 — # 18 ...) (l + # 4 +# 8 ) . (1 + æ 2 +æ 4 + ...)} a;a o= 

= {(1+^+^+2æ 8 +æ 10 +æ 12 -— x 1G — 2æ 18 — 2x 20 ...).(l+x 2 +x? t +...)} x *o= 

= 1 + 1 + 1 + 2 + 14-1 — 1 — 2 — 2 = 2. 


In der That kennt man zwei Invarianten achten Grades der For- 
men fünfter Ordnung, deren eine die Diskriminante ist. 

14. Wir gehen zur Behandlung der allgemeineren Aufgabe über, 
die Anzahl der Invarianten -9 ,ten Grades der kubischen Formen 
zu bestimmen. 

Da p = ist, so hat man den Koefficienten von x$ & in der Ent- 
wicklung von 

(l-^)(l-a; 5 )...(l-^+3) 

(1 — X 2 ) (1 — Æ 8 ) ... (1 — x & ) 

aufzusuchen. Dieser Ausdruck kann aber in der einfacheren Form 


(1 — x*+ x ) (1 — x & + 2 ) (1 — a^+ 8 ) 


(l-tfi)(l-Æ 3 ) 
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geschrieben werden. Vernachlässigt man die Glieder, deren Grad 
übersteigt, so ist 




(1 — X 2 ) (1 — X 8 ) | 32 

(1 — x*)(l — 

1 


X& + 1 (1 +# + # 2 )) 
(1— #*)(! — %*) 


X (1 + X + X*) I 

- \(ï— af)(l — 

x 


(1 — X 2 ) (1 — X s ) 


oÄ & 


(l-x)(l-x 2 )\ 


oA & 


Vertauschen wir x mit x 2 , so kommt 


Tf 


-{i 


& 1 (1 — x*) (1 — X e ) 

1 




X 


2 


+ 


(1 -**)(! 
1 


— x*y^x* 


(1 — X?)(l — X 6 )\xtt 11 —x* (1— #*)(! — Æ 4 )] 3 * 


1 — xt\x& 


+ 




-{rM 




+ 


={— 

jl — x£ 


+ 


[( 1 - 0 ( 1 -**) 

1 1 

(1 — O (1 — ■ X e ) (1 — X e ) (1 — X 1 *) 

x*(l+x*) 


{ (1 — x 6 ) (1 —.x 12 ) J afl» 

J 


x» ■ 1(1— 0(1— aJ “)la^ 


o_| 

-X»)l 


In dem Ausdruck 
nicht vor, also bleibt 


x 1 (1 + O 


(i — o (i — *“) 


kommen aber Glieder mit x i9 


») r *Hr^b “ (1 + ^ + ^ + "- + ^ + " ,) ^ 


& ist mithin von der Form 4 Je, d. h. der Grad der Invarianten 
einer kubischen Form ist stets durch 4 teilbar. Für # = 4 ist T 4 (3) = 1 
und alle Invarianten der kubischen Form werden schon durch 
die Potenzen der Invariante vierten Grades geliefert. Sei die- 
selbe J, so sind die übrigen Invarianten von der Form J k . 

Führen wir dieselbe Betrachtung für die biquadratischen 
Formen durch. 

Man hat zunächst 

/r(4)_ f (l~fl* + 0(l — #^ +2 )(l — ^ +s )(l~^* 4 ) l 

* \ (1 — x 2 ) (1 — x s ) (1 — af) 

Vernachlässigt man die Glieder höherer als 2# ter Ordnung, so 
findet man 



134 


Vierter Abschnitt. Invarianten. 


Tf 


(1 — x 2 ) (1 — æ 8 ) (1 — oc?) 

1 


}o? 2 2 


f aF+ 1 (\-\-x + x* + x 3 ) ) 
( (1 — x 2 ) (1 — x 3 ) (1 — x 4 ) 

I x(l + # + # 2 + # 3 ) 

(1 — x*) (1 — æ 8 ) (1 — x 4 ) jx 2 ^ 1(1”- æ 2 ) (1 ®*) (1 ~ Æ 4 ) 

x 






l (i - **) (i 


— Æ ®)(1 — X 4 , )| a ; 2 -> {(1 — 


x) (1 — X*) (1 


— x?) x»~ 


x 


3 


( 1 — x*) (1 — æ 8 ) (1 — af) j x* f 
l — x 2 + x* 


[ (1 — x 2 ) (1 — x 4 ) (1 — x Q ) 


(1 — x 2 ) (1 — rr 4 ) (1 

1 — X 2 




X *& 1(1 — ^ 2 )(1 — ^)(1 — X *)\ x 2 * 


Führen wir statt x 8 wieder x ein, so ist 


30) Tf = 


7Ï 2 \ 7 ï s\l =(1 + x 2 + x 3 + 2JA.x 2x + 9X ) 

(1 — æ 2 )(l — x 9 )jx* 


Für & = 2 ist Tf = 1, für # = 3 ist 2^ 4) =1; also giebt es eine 
Invariante zweiten und eine dritten Grades der biquadratischen Form. 
Die Invarianten höherer Grade genügen der Bedingung 23c + 3A = t)’ 
für ganze Zahlen x, A, #. Der Koefficient A von x 2x + 9X wird durch 
die Anzahl der ganzzahligen Lösungen der unbestimmten Gleichung 
2x + 3A = # bestimmt. Also können alle Invarianten der biquadrati- 
schen Form schon durch die Invarianten zweiten und dritten Grades, 
J 2 und J zy dargestellt werden und zwar sind die linear von einander 
unabhängigen alle von der Form J/ Jg A , und ihre Anzahl stimmt mit 
der Anzahl der ganzzahligen Lösungen der Gleichung 2x + 3A = ü i 
überein. Auch die linearen Funktionen der Invarianten J 2 X J 3 X haben 
die Invarianteneigenschaften. 

Die Invarianten einer Form, auf die alle anderen als ganze Funk- 
tionen derselben zurückgeführt werden können, sollen irreduzieble 
oder primitive Invarianten genannt werden. So haben die kubi- 
schen Formen eine primitive Invariante vierten Grades 


K ^8 ^1 (#o^2 #2*); 

und die biquadratischen Formen haben die beiden primitiven Invarian- 
ten bez. zweiten und dritten Grades 


J 2 = a 0 a 4 — 4^3 + 3a, 2 , 
I a 0 a x % I 



§ 12. Anzahl der einer Form w^Ordn. zugehörigen Invarianten ç ten Grades. 135 


15. Für Formen fünfter Ordnung hat man 

7^(5) _ I (1 “ #^ +1 ) (1 — ar*+2) (I — a^+8) (1 — a ^+ 4 ) (1 — #*+ 6 ) \ 

* ~ l (1 — #*) (1 — X 3 ) (1 X*) " 

Vernachlässigt man die Glieder höherer als y#* 81 Ordnung und ver- 
tauscht x mit x\ so kommt 


31) 


T= 


{ (1-x 4 ) (1-æ 6 ) (l-a£) (1— a; 10 ) 




1(1-**) (1- 


X 


2 


X 4 ) (l—x G ) (1— ocP ) } 


+ 


+ 


x »& (a;» -j. 2x 5 + 2a: 6 + 2a; 7 + a? + a; 9 ) 

(1 — a:*) (1 — ar*) (1 — a^) (1 — a£) 

{ (1-a^) (1— X e ) (1-a: 8 ) (1— a; 10 ) } #5# ( (1— a:*) (l-# 4 ) (1-a^) (1— a£) / 


jaÆ * 


X 


3 




+ 


l + (ö= 

da 


x K 


x*) (1 — X 4 ) 2 (1 — x *)l x& J 


x* + x* + 2# 5 + 2x e + 2x 7 + x 8 + x 9 = 


(1 — x h ) (1 + x 2 ) x? 


x 


Nach Cayley (Phil. Trans. 1856 Yol. 146 pag. 137) multipliziert 
man zur Vereinfachung Zähler und Nenner des ersten der drei Brüche 

mit (1 - a; 20 ) (1 - g”) (1 - x**>) 

(1 — Æ 4 ) (1 — X 6 ) (1 — X?) ’ 

einer ganzen Funktion sechsunddreissigster Ordnung für x 2 . Dann 
wird der Zähler 

1 + æ 4 + # 6 + 2# 8 + x 10 + 3æ 12 + 2a; 14 + 4æ 16 + 3a; 18 + 4# 20 + 4x 22 + 

+ ßx 24 + 4a; 26 + 6a; 28 + hx 30 + 7x? 2 + 5# 34 + 7# 36 + 5a; 38 + 

+ 7æ 40 + hx 42 + ßx 44 + 4x 4 *+ ßx 48 + 4X 60 + 4a; 52 + ßx 64 + 

+ 4a; 66 + 2a: 58 + 3a? 60 + # 62 + 2a? 64 + x 66 + x 68 + x 72 

und der Nenner 

(1 — x 10 ) (1 — # 20 ) (1 — x 30 ) (1 — x 40 ). 

Man sieht, dass man dann im Zähler alle Glieder, deren Ex- 
ponenten nicht Vielfache von 5 sind, vernachlässigen kann, so dass 
der betrachtete Ausdruck die Form annimmt: 

1 + x 10 + 4# 20 + 5# 30 + 7æ 40 + 4æ 50 + 3Æ 60 ! 

(1 - x 10 ) (1— x 20 ) (1 - ar>°) (1 -x 40 ) )afi* 

Vertauscht man schliesslich noch x h mit x , so geht der Ausdruck über in 

j 1 + æ 2 + 4^ + 5æ 6 + 7æ 8 + 4æ 10 + 3æ 12 1 

I (1 — X 2 ) (1 — X 4 ) (1 — X 6 ) (1 — X 8 ) I 

Der zweite Bruch in dem Ausdruck 31) wird mit Hilfe des 
Multiplikators vierzehnter Ordnung für x 2 # 
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(1 — X e ) (1 — Æ 12 ) (1 — X 24 ) 

umgeformt. Der Zähler wird dann 

x 2 (1 + x? + 2x£ + x G + 3# 8 + 2x 10 + 3x 12 + x u + 3x 16 + 2a: 18 + 

+ 3x 20 + x 22 + 2x u + x 2Q + # 28 ) 

und der Nenner wird 

(l - * 6 ) 2 (l - x 12 ) (: i-x “). 

Vernachlässigt man im Zähler die Glieder, deren Exponenten nicht 
Vielfache von 3 sind, und ersetzt # 3 durch x , so ergiebt sich 

r 2x 2 + 2x t + 3æ 6 + x s + 

1 (1 — # 2 ) 2 (1 — Æ 4 ) (1 — x s ) >x* 

Führt man die transformierten Ausdrücke in 31) ein und macht sie 
gleichnamig, so kommt 

(l+x 2 ‘t4x*+öx*+lx?-^x 10 +3x 12 )— (2x 2 +2x£+3x*+x*+x 10 ) (l+#*+^)-Be 6 (1+Æ 4 ) 

(1 — Æ 2 ) (1 — x 4 ) (1 — X e ) (1 — x 8 ) 

(1 — # 2 ) (1 — x B + # 12 ) 1 __ f 1 — # 6 + x X2 1 

— æ 2 ) (1 — xf) (1 — xf) (1 — x?) J x* 1 (1 — xf) (1 — x *) (1 — æ 8 ) J 


(i 




Nun ist 

so dass 
32) 


1 — # 6 + x 12 = 


1 — X 


36 


TP 




(1 + a ? 6 ) (1 — # 18 ) ’ 

1 — £C» 6 




« 


Æ 4 ) (1 — x 8 ) (1 — x 12 ) (1 — x 10 ) J x* 

Man erkennt daraus, dass den Formen fünfter Ordnung vier In- 
varianten zugehören, vom vierten Grad, J 8 vom achten Grad, J 12 
vom zwölften Grad und J 18 vom achtzehnten Grad.. Da 36 durch 4, 
12, 18 teilbar ist, so sind die Exponenten des entwickelten Ausdrucks 
von der Form 4p + 8g+ 12r+ 18s, und alle Invarianten der Formen 
fünfter Ordnung sind in dem Ausdruck enthalten 

ZAJ’JlWn, 

wo 4p + 8g+ 12 r+ 18s = 0' und A ein numerischer Koefficient ist, 
der gleich der Anzahl der Lösungen dieser Gleichung. Der Koefficient 
von a; 36 in 32) ist um 1 kleiner als die Anzahl A der ganzzahligen 
Lösungen der Gleichung 

4p + 8q+ 12 r+ 18s = 36, 

d. h. die Invarianten J 8 , J 12j J 1S sind nicht unabhängig von ein- 
ander, sondern durch eine Relation sechsunddreissigsten Grades in den 


* Cayley a. a 0. pag. 117 und 138. 
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Koefficienten verbunden. In der That hat Hermite* bewiesen, dass 
die vier Invarianten durch eine solche Gleichung sechsunddreissigsten 
Grades verbunden sind, dass das Quadrat der ungeraden Invariante J 1S 
eine ganze rationale Funktion der drei übrigen Invarianten ist. 

Für *)•;> 36 sind die Koefficienten von a? vermöge des Faktors 
1 — Æ 36 in Tp ebenfalls im allgemeinen kleiner als die zugehörige 
Zahl A der Lösungen der unbestimmten Gleichung, nämlich gleich der 
Anzahl der Lösungen der Gleichung 

4p + 8ï+12r+18s==fi', 
minus der Anzahl der Lösungen der Gleichung 

4p + 8g+12r + 18s==#-36; 


aber die hieraus resultierenden Relationen d ,ien Grades zwischen den 
vier Invarianten sind nur Folgen der ebengenannten Relation sechs- 
unddreissigsten Grades. 

16. Hier mögen noch einige Entwicklungen in Bezug auf die für 
die Lehre der Invarianten so wichtige Funktion ip (x) 

(l — flj m + 1 )‘..;(i 


33) 




(1— #)...(!— 2*) 


gegeben und mit Hilfe derselben bemerkenswerte Eigenschaften der 
Invarianten abgeleitet werden. 

I. Zunächst bemerkt man, dass 






was zuerst die Identität 

© mq—p 

= CpX ? 

liefert, und hieraus: 

35) C p = CftiQ — p . 

H. Bildet man den Ausdruck 

(1 —x m + 2 ) ... (1 — a; m +?+ 1 ) (1 — # m + 2 )...(l — x m +t) 

(1 — #)...(! — xe- 1 ) 


xeip(x)=* 


(1 — x ) . . . (1 — a*) 
so lassen sich daraus, wie in I., die Beziehungen ableiten 

C(jp, p, *») = C(j? + q, q, m + 1) — C(p + Q, q — 1, tn + 1) 
und durch Vertauschung von p mit p — q, m mit m — 1, 

(70, p, »») — (70, p - 1 , »t) = (?0 — p, ♦» — 1). 
Setzt man an Stelle von q , p — 1, so findet man 


* Hermite, Crelle Journal, Bd. 69. 
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C(p,Q — q — 2,m) = C(j> — p + l,p — l,»t- 1) 

u. s. w., woraus die bemerkenswerte Beziehung folgt 

JL 

36) 0(p, p,w) = 2* C(j> — &, &, m— 1). 

o 

III. Setzt man x 

37 ) (1 — xz) (1 — x 2 z ) ... (1 — x^z) = 1 + B x z + B 2 z 2 + . . . + B q zß, 

so findet man durch Vertauschung von z mit xz 

(1 - s*) B k z - - (1 - z*“** 1 ), 

woraus 

jg _ / iYa^*(*+D ^ — a* - ** 1 ) (1 — a*~* +2 ) ...(1 — sfi) 

l) * (l-x)(l-x 2 )...(l-x*) 

und folglich* 


38) (l-**)(l-^)...(l-^0)-l-* 

IV. Setzt man an Stelle von z in 37) x?*, so wird 
(1 — x m + l ) (1 — x m + 2 ) ... (1 — x m +«) = 

, %~7 / Az. (1 — Xfi — k + 1 ') ... (1 — 0CÖ) 

= > *(— l^a^+i^+D- L_ ; — L—S — _ — L 

0 

woraus folgt, dass* 


z 2 T- 


(1 — x ) ... (1 — #*) 


39) C p = 


2* 1 ' )i ( T - a ) . . ,(1 - *») (1^7)'. . . (1 - a- k ) 


X J 


Die Summierung erstreckt sich von & = 0 bis jfe = p*, sobald aber für 
irgend einen Wert von h innerhalb dieser Grenzen & + -§-& (fc + 1) 
grösser wird als p, so braucht natürlich die Summierung nur von fc = 0 
bis zu dem grössten Wert von fc, für den die Differenz^)— 1cm— y ifc(fc+l) 
positiv oder Null ist, ausgeführt zu werden. Ist z. B. p= 2 ~mp, was bei 
Invarianten der Fall ist, so hat man von Jc= 0 bis höchstens — 1 

zu summieren. 

Die Formel 39) kann auch noch geschrieben werden 

(1 — x ) ... (1 — x k ) (1 — x) ... (1 — x$~ k ) \ x p- mk 


V. Für die durch Formel 26) definierte Zahl P(p, p,m) können 
bemerkenswerte Beziehungen angegeben werden. Zunächst ist 

41) P(p, p, m) -= PO) m > Q)i 


* Cayley a. a. 0. pag. 134, 135, 
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42) P(p, q, m) = P(*»p -p, p, m). 

Aus der in Nr. 10 aufgestellten Gleichung 

P= \(l-x). 2 A v e9} x p 

folgt, dass 

^ (1 — æ )...(1 — — æ *)...(1 — x ?— *) | **>’ 

worin ç und m vertauschbar sind. Man hat also auch die Gleichung 

AA\ T> ( ist ( /pi *<* + i) | 

( _1 )*' j (1 — a) ... (1 — a*) (l — #*)... (1 — &*—*) j x p ~Q* 
So ist z. B. für m = 5 



p~2> (- 1> 


xi k (k-\- 1 ) 

(1 — x) . . . (1 — at) (1 — X*) . . . (1 — Æ 5- *) 


*<>(!-*) 




woraus der Wert für T * 5) in Übereinstimmung mit dem Werte von T { p 
in Nr. 15 folgt.* 


§ 13. Anwendung der InYariantentheorie auf die Form 

fünfter Ordnung, 

1. Bei der Betrachtung der Invarianten der Form fünfter Ord- 
nung ist es vorteilhaft, die letztere in der in §8,3 aufgestellten 
kanonischen Form 

1) f=B 1 u 6 + B 2 v* + B 3 (u + v) b 

zu Grunde zu legen. Diese Form gehe aus der ursprünglichen durch 
eine lineare Substitution von der Determinante 1 hervor, wonach die 
aus beiden Formen gebildeten Invarianten einander gleich werden. 
Setzt man weiter 

B x : B 3 =- B, B 2 : B 9 — 0, 
so hat man die kanonische Form 
la) Bu 5 + Cv 6 + (u + v) 6 , 

und die aus la) gebildeten Invarianten unterscheiden sich von den ur- 
sprünglichen nur um eine Potenz von B s . Bildet man die partiellen 
Ableitungen des Ausdrucks la) bezüglich nach u und v, nämlich 

* Neuere Untersuchungen über die erzeugende Funktion, welche dieselbe 
so umzuformen suchen, dass man aus ihren Faktoren direkt die Entwicklungs- 
koefficienten erkennen kann, finden sich in dem American Mathem. Journal. 

Bd. 1 und 2 (1879 und 1880) von Sylvester und Cayley. 
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2) Bu* + (tt + t>) 4 = 0, Cv 4 +(w + t;) 4 = 0, 

so erhält man durch Elimination der Variabein u und v aus 2) die 
Diskriminante der Form la). Die Diskriminante aber ist toit den 
Invarianten vierten und achten Grades durch eine einfache Gleichung 
verbunden, so dass die letztere aus der Diskriminante berechnet 
werden kann. 


Um die Diskriminante zu bilden, hat man zunächst 2) 

2? AA 4 1 u jV C 
C W ’ » r B ’ 


was mit Hilfe der ersten Gleichung 2) liefert 

3) BC+(fB + fC)* = 0. 

Um die Diskriminante in rationaler Form darzustellen, bilde man die 
Norm der irrationalen Funktion 3), nämlich* (i = ]/— l) 


/ 



N{BC+(i/B + ^Cf} = 

- { BC+(fB + fC ) 4 } {BC+iÿB-fty*} {BC+(ÿB + ifay} ■ 

• {BC + ii/B-if^t) = 

= [(BC+ B + Cf + 4 BCf - 16 (3 BG- B - C)* . B . C= 

= [(50+ B + Cf - 4 50]* - 1285*0* (50- 5 - 0) - 


vp { [(^ 5 a + B 2 B s + B s 5 X )* - 4 5 X 5, 5 3 *] 2 - 
8 - 1285^5^53* (5 X 5 2 -B t B 3 ~ 5 2 5 s ) } . 


Würde man die Bézoutsche Methode zur Bildung der Resul- 
tante der Gleichungen 2) benützen, so könnte die Diskriminante in 
Form der Determinante dargestellt werden (§ 5, 13 ) 


5) Diskriminante = 


42? 6B 4 B BC+B+C 

6 B 4 B BC+B+C 4 C 

4 B BC+B+C 4 C 6 C 

BC+B+C 4 C 6 C 4 C 


was mit 4) übereinstimmt. 

Um nun die Invarianten J \ und J s (siehe die Tabellen) durch B 
und C oder durch 2? n i? 2 , 2? 3 , wo B x : 2? 3 = 2?, 2? 2 : 2? 3 = (7 auszudrücken, 
ersetze man in den Formeln die Koefficienten der Form a 0 , a 19 ... 
nach 1) durch die Grössen 2? 1 +2? 3 , 2? 3 , 2? 3 , 2? s , 2? 3 , B 2 + B 9 . So 
findet man 


♦ Baltzer, Determ. § 11, 
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6) = (B 1 B 2 + B 2 B s + B s B x ) 2 — 4B 1 B 2 B 8 2 = 

- (B 1 B a — B 1 B t — B a B a y + 4 B l B t B t (B, + B t — B s ) - 

= Bf . [(£ 0 + B + cy - ABC]. 

7) J 8 = BfByBy (B 1 B a — B 1 B S — B a B s ) = - 

= B 3 8 . [B t C i (. BC - B - C)l 

Mit Hilfe dieser Formeln ergiebt sich unmittelbar die bemerkens- 
werte Beziehung 

8) Diskriminante — J* — 128 J s . 

Um die Invariante zwölften Grades zu finden, bilde man die 
Diskriminante der kubischen Gleichung K*=0 [§ 8,3 (28)], die sich auf 

K= B 1 B 2 B 8 uv(u — v) = 0 

reduziert, so dass 

9 ) j 12 = bsb 2 *b*. 

Die Hermitesche Invariante achtzehnten Grades ist von Syl- 
vester in die Form gebracht worden 

10) J 18 = AByBJBy (B, - B a ) (B, + B t ) (B a + B,). 

Vertauscht man schliesslich noch B s mit — j5 8 , so hat man 

J A = (B x B 2 + B x B 2 + B 2 2? 8 ) 8 — 4 B x B 2 B 8 (B 1 + B 2 + B^) 

J 8 = BfB'B* (B t B a + B a B t + B a B s ) 

; J ia = B 1 i B a i B s * 

J l8 = 4 B'B'Bf {B l - B a ) (B t - B s ) (B, - B s ). 

2. Durch Vertauschung von B 3 mit — B s geht die kanonische 
Form fünfter Ordnung über in 

12) B x n* + 1 V 5 -B z (u + t>) 5 , 

deren Koefficienten B l1 B 21 B 8 die Wurzeln einer kubischen Gleichung 
sind, welche mit Hilfe der Ausdrücke 11) für die Invarianten J*, «Ts, 
J l2 sogleich angegeben werden kann. Man findet 

13) f» + ^ 4 j~/* «’+A*" ° °- 

Die Diskriminante dieser Gleichung, deren Wurzeln B u 2? 2 , B s sind, 

18t aber (-Bx - B a y (B, - B a y (B t - B t y, 

was nach Formel 11) mit Hilfe der Invarianten «7^ 8 , J l2 ausgedrückt 
werden kann, nämlich 
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14) - ß a ) 2 (B, - ß 8 ) 2 (ß, - B s y ~ 


T 2 
"18 


16ß*>Ji™B z 


io 


r a 
"18 

16 Ji 2 i 


Drückt man die linke Seite dieser Gleichung durch die Koefficienten 
der Gleichung 13) aus, so ergiebt sich eine bemerkenswerte Gleichung 
zwischen den Invarianten Jg, J l8 , welche lautet: 

15) J 18 * - Jt (J A J 12 - Jg 2 ) + 8 Jg 3 J 12 - 72 J, Jg J,, 2 - 432 J 12 \ 

Schreiben wir zu dem Zwecke die kubische Gleichung 13) in der Form 

»l*. 


2* + 


40, 


» 


fr.i 


’8* v 8' 

WO 0* = J* 4 , 0*2 — Js 5 03 Ä ^12 ist Und setzt 

so lautet die Diskriminante dieser Gleichung 

1 


8 — fr s T = 0, 


16 -9' 


j (- 720fr a fr 8 2 + 0 2 fr 2 2 - 64fr 2 3 fr 8 2 + 0® - 432 V) - 


3’ 


fr. 


16 fr 


7 (0!0 2 - 720,0,0g 2 + 80 2 3 0 8 - 432 0 8 8 ), 


3^ 


T 2 
"18 


was nach Formel 14) = . ist, so dass die Gleichung, 15) unmittel- 

lu'i/’s'a 

bar sich ergiebt* 

Durch Auflösung der Gleichung 13) erhalten wir die Grössen j B 1? 
2? 2 , B z und folglich B, C als Funktionen der Invarianten, d. h. als 
Funktionen der Koefficienten der Form fünfter Ordnung. Setzen wir 
zur Abkürzung 

0 4 - J. 


18 


16) 


0 =J^Ji 2 — Jg 2 == 0i 0g — 0 


2 


2 


0' -360 2 0g 2 0 + 8640g 4 - 0 3 , 
so ist nach den Kegeln der Auflösung kubischer Gleichungen 
12fr s f .8 0 + « f0' + 216fr 4 fr 8 4 + £ 2 f / 0 r —216fr 4 fr 8 | , 

wo € die dritte Einheitswurzel bezeichnet. Erteilt man s die drei 
Werte der f^l, so ergeben sich die drei Wurzeln 

^1 — -®1 ) %2 ~ 2 ) -®8 * 7 

Da sich diese drei Wurzeln als Funktionen der Invarianten aus- 
drücken, so ergiebt sich hier zugleich für die kanonische Form die 
bemerkenswerte Eigenschaft,, dass sie durch eine lineare Transforma- 
tion der ursprünglichen Form unverändert bleibt, indem sich die 


* Bruno, Annali di Tortolini 1866 . 
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Koefficienten B 1} Z? 2 , B z nur um eine Potenz der Substitutionsdeter- 
minante ändern. 


Für 2? = B x : B S9 B 2 :B 3 erhält man schliesslich 


17) 

18) 


r = ~ 0 + « + 2 16 » 4 » 8 j + e* fff - 216» 4 » 8 S _ 

_ - 0 + fy+IÜfd^ + ffl' - 2l6"è 4 ¥ 8 4 
n _ -0 +. £ lf f'A' ~ 216fr 4 'a^ 

- 0 + fff + 216 »J^ + fff ~ 2~lßövM 


Für ^ = 0 oder für ^4 = 0 verschwindet die Diskriminante der 
Gleichung 13) und die kubische Gleichung hat zwei gleiche Wurzeln. 
Es ist in diesem Fall B — C und die kanonische Gleichung lautet 

Bu 6 + Bv 6 + (u + v) b = 0, 

wodurch die allgemeine Gleichung fünften Grades zu einer symmetri- 
schen wird, die, wie bekannt, algebraisch auflösbar ist. 

3. Lagrange hat bekanntlich gezeigt, dass man die Lösung einer 
Gleichung fünften Grades immer auf die Lösung einer gewissen Glei- 
chung sechsten Grades zurückführen kann, deren Koefficienten rational 
aus den Koefficienten der vorgelegten Gleichung fünften Grades ge- 
bildet sind. Denn es existieren Funktionen von fünf Buchstaben, 
welche bei deren Vertauschung nur sechs Werte annehmen. Nur dass 
diese Funktionen zu ßesolventen sechsten Grades führen, deren Koeffi- 
cienten im allgemeinen wegen der beschwerlichen Rechnung nicht er- 
mittelt werden können. Die Bestimmung der Koefficienten einer Re- 
sol vente sechsten Grades durch die Koefficienten der gegebenen Form 
ist indess von Hermite* vermittelst einer aus den fünf Wurzeln der 
vorgelegten Gleichung gebildeten Funktion geleistet worden, die durch 
Vertauschung der Wurzeln sechs Werte annehmen kann und die gleich- 
zeitig eine Invariante der Form fünfter Ordnung ist. 

Seien a A , a 2 , a 3J a 4 , a 5 die Wurzeln der Gleichung fünften Grades 

a 0 x 5 + ha x o^ + 10 a 2 x* + 10 a z x 2 + 5a±x + ß 5 == 0, 
so setze man nach Hermite 


T = a 0 4 { («J - cc a y (a a - «„)* (a 8 - a 4 ) 2 (c 4 - O* (« 5 - «,) 2 + 

+ («1 - « s) 8 («3 - O 2 («5 - «0* («3 - «J 2 («4 - «l) 2 } • 

Setzt man nun 

( a i — «a) 2 («8 — «s) 2 («8 - a tf («4 - «s) 2 («B - «l) 2 “ 4 («1, « 2 , a s , a 4 , a 5 ) 
und fuhrt die Abkürzungen ein 


* Hermite, Cambridge and Dublin Mathematical Journal t. 9. 1854. 
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» 


J (c^, a 3> a a , a 4 , a 6 ) = J t 
J ( a i> **> a n a &> a s ) — 4* 

> a 5> a J = ^J 

^(auOgjttg, a„, «J = z / 4 

4 («u «u «u «t> «à — 4 
^(«1, «5» «4> “s) “ 4i> 

^(«1, «8> «5) «2> « 4 ) = Vl * 

J(a x , a s , a s , « 6 , «0== V« 

(«j, Otj, «4, Og, Ctj) = Vs 
^( a XJ«S>«ï) a 4> a 5) = V4 

^(^,« 4 , a 8 ,a ä ,a 5 )== Vs 
z/(a n a 4 , a 2 , « s , « 6 ) = Ve> 
so hat man die sechs Werte für t 

* 1 = V (A + Vi) 

fg ~ «o 4 (^2 "I" Vs) 

T 3 = «o 4 C^S "l" V») 

t 4 = a* (z/ 4 + V4) 
r 5 = a 0 4 (zf 5 + Vs) 

T 6” a 0 4 (^6 + V«)- 

Diese sechs Grössen r A , r 2 , ..., tr 6 sind die Wurzeln der Reselvente 
sechsten Grades r 6 + A t t ö + A^r 4 + A 3 t s + A 4 t 2 + A 5 t + A 6 = 0, deren 
Koefficienten -4 1? ..., -4g symmetrische Punktionen der Grössen t und 
mithin symmetrische Funktionen der Differenzen der Wurzeln a n 
0^2 j . . . , sind« 

Da nun die Wurzeldifferenzen in die Sanktionen r sämtlich auf 
gleichem Grad eingehen, so sind die symmetrischen Funktionen dieser 
Differenzen, A tJ A^ } . .., A 6 nach §11,1 Invarianten der Form fünfter 
Ordnung. Nach § 12, 15 hängen aber diese Invarianten linear ab von 
gewissen Aggregaten der fundamentalen Invarianten 0 , 1 , Dg, <ff 3 , nämlich 
A 1 von D*! 


A 2 
A 8 


V, Ä 


WO d'j“' 'ffg 


77 

77 

;7 

7) 

7 ; 

=j; 


^l 3 ? 'frl #2) ^8) 


V, 


8) 


^l 4 #1 #3) 

V^2, V*3, *1 V, *2*,, 

V, »1**3, »l**.. fl*».*, ^ * 

■® , 8 = '^12 ist. In diesen Koefficienten A 17 


2 
3 7 


kommt 


die Hermitesche Invariante <7 18 ='ö , 4 nicht vor, weil diese Koefficienten 
rationale, ganze Funktionen der a 0 ; ..., a 6 allgemein vom 4ft ten Grade 
sind, wo 4 ft höchstens gleich 24 sein kann. Mit Hilfe dieser allgemeinen 
Formen der A wird aber die weitere numerische Ausrechnung einfach. 
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Kovarianten. 


§ 14. Fundamentaleigenschafteii der Kovarianten. 

1. Man versteht unter Kovariante einer Form m tei Ordnung 

(^a i x m ~*y > + ... 

èine Funktion <p von x und y , deren Eoefficienten aus den Koeffi- 
cienten der gegebenen Form gebildet sind, von folgender Eigenschaft: 

„Transformiert man sowohl <p als f durch die lineare 
Substitution 

x=pl + q y, + 

in #(§, 7j) und F(Jz 9 rj) und bildet aus der transformierten Form 
F die der Funktion <p entsprechende Funktion 9 /, so ist die 
aus der transformierten Form gebildete Funktion bis auf 
eine Potenz der Substitutioijsdeterminante gleich der durch 
die lineare Substitution transformierten Funktion der ur- 
sprünglichen Form, nämlich 

2) »»'“(ps'— jp'î}“®» 

d. h. die Kovariante d-er transformierten Form ist, bis auf 
einen Faktor, gleich der transformierten Kovariante der ur- 
sprünglichen Form.“ 

Beispiel. Die Funktion 

<p = K«2 -- V) x s + ( a o a s - a i a s) x n +(<h a s — O y 2 

ist eine Kovariante* der kubischen Form 

f -= a 0 x 8 + 3 a x x 2 y + 3 a 2 xy 2 + a 3 y 3 . 

Denn durch die lineare Substitution 

* Von Clebsch wird dieselbe durch bezeichnet. 

Faä de Bruno, Theorie der binären Formen. 


1 ) f(x,y) = a 0 aS m + ( + 


10 
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geht die Kovariante <p über in 

{ (a 0 a 2 - a i)P i + K«s ” a i <h)pp' + K «s - <h 2 ) P n ) l 2 + 

+ { 2 (a 0 ag—ax)pq + (a 0 a s — (pÿ +i> f 2) + 2 {<h a s~ a 3 t )p'4 } l 1 î+ 
+ { K «2 - «O 4 + K «3 - a i a ù 94 + («i «s - «a 2 ) î' 2 } V 2 - 
Bildet man jetzt von der transformierten Form 

A 0 è 3 + 3 A x è 2 i] + 3 A 2 èv 2 + A sV * 

die Kovariante, so hat man 

9 >' = - Ä i s ) 4 + (a 0 a 3 - AA) %n + (A Ä » - A4) v 2 , 

WO 

A 0 = a 0 p a + 3a 1 p 2 p'+3a 2 pp ,s + a 3 p ,s 

Ai — (a 0 i>* + « 2 y a )9 + 2(a 1 5' + a ä ä')^' + («i p* + a 3 p' 2 ) 4 

A s = (o 0 4 + a % 4 2 )P + % («i P '+ a iP')<l4+ {a x q 2 + a 3 4*) p' 

A 3 = a 0 q s + 3a 1 q 2 q'+3a i q4* + a 3 q' s , 

and man findet, dass 

(A 0 A 2 - A*) I* + (A 0 A 3 -A 1 A a )£ ri + (A 1 A s - A4) jj* = (j>4 -p'qf . 9. 

Die Kovarianten sind also Funktionen der Koefficienten 
und Variabein einer Form, die sich nur um eine Potenz der 
Substitutionsdeterminante ändern, wenn man statt der Va- 
riabein und Koefficienten der ursprünglichen Form die Va- 
riabein und Koefficienten der linear transformierten Form 
einführt; d. h. eine Kovariante q> genügt der Gleichung 

3) q> (4,, A lf . . . , rf) = (p 4~/4f 9 («o> «i i • ■ • • > JPl + qv ,p’ % +j44) 

oder 

3a) (p{A 0 ,A t) ..., £, rj) = (j>4 -p'0 l 9 (« 0 > «i » • • • > V)- 

2. Bezeichnet man durch m die Ordnung der Form, nennt, wie 
bei den Invarianten, ft den Index der Kovariante und setzt fest, dass 
v die Ordnung der Kovariante (in Bezug auf die Variabein), p der 
Grad der Kovariante (in Bezug auf die Koefficienten) bedeuten soll, 
so hat man zunächst den Satz: 

Der Index der Kovariante ist ft = -J-(wp — i/). 

Beweis. Da die Koefficienten A m ten Grades in Bezug auf 
p , q } p\ q 1 sind und auf dem p ten Grad in die Kovariante eingehen, 
so ist die Dimension von <p (. A , §, rj) in den p, q gleich mp. Die 
§, rj treten in der Kovariante selbst auf dem v ten Grad auf und sind 
linear mit j>, q verbunden, so dass die Dimension (Ordnung) von 
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qp (a,p£ + yViP'fc + çfv) gleich v ist. Da nun die Substitutionsdeter- 
minante selbst zweiten Grades ist, so hat man zufolge der Definitions- 
gleichung 

9 ( A > É, V) = -9 («» J>i + J r4n) 

die Gleichung 

mç = 2(i + v, [i = J-(wp — v). 

So ist z. B. für m = 3, p = 2 , v = 2 , auch ft = 2 , wie obiges Beispiel 
beweist. 

Aus dem Werte von p folgt noch: 

Für Formen gerader Ordnung sind die Kovarianten eben- 
falls gerader Ordnung.* 

Die Gewichte der aufeinander folgenden Koefficienten 
einer Kovariante bilden eine arithmetische Progression mit 
dem Anfangsglied — v) und der Differenz 1 . 

Denn durch die Substitution 

æ = y = ar\ 

erhält der Koefficient des Gliedes £ m “~ k fj k in qp (A, £, rj) den Faktor a **, 
wo % k das Gewicht des Koefficienten bedeutet, während in 

(pçf-lfqY.<p(a,x,y) 
der Faktor eingeht. Also ist 

^ ^ 

woraus die angegebene Eigenschaft folgt. 

So sind z. B. für m = 4, p = 3, v = 6 die successiven Gewichte der 
Koefficienten der Kovariante 3, 4, ..., 9. 

Mit Hilfe der Gewichte und des Grades der Koefficienten einer Ko- 
variante kann dieselbe in allgemeiner Form angeschrieben werden. 
Die Bestimmung der Koefficienten geschieht nach dem Folgenden mit 
Hilfe von Differentialgleichungen. 

4. Vertauscht man in einer Form die symmetrisch ge- 
legenen Koefficienten mit einander, so gehen auch in der Ko- 
variante die symmetrischen Glieder in einander über. Denn 
führt man die Substitution # = 17 , y = £ aus, was mit einer Vertauschung 
von x und y gleichbedeutend ist, so transformiert sich die Kovariante 
in die mit symmetrisch gelegenen Koefficienten und man hat 


* Es soll hier konsequent an der schon früher, pag. 103 festgesetzten Unter- 
scheidung zwischen Ordnung und Grad festgehalten werden. Die Ordnung ent- 

t 

spricht den Variabein und der Grad den Koefficienten. 


10* 
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*P (®m j ®m — 1 y * • • > ®Oî ^ ( ^)‘ U *P (flo ? ^1 ) • • • J ? 

was nur möglich ist, wenn der Koefficient von dem von * 

durch Vertauschung von a k mit a TO _*, welche an der Form durch 
obige Substitution geleistet wird, bis aufs Vorzeichen gleich wird. 
Durch diese Vertauschung ändern die Glieder der Kovariante 
das Vorzeichen oder nicht, je nachdem der Index ungerade 
oder gerade ist. 


5. Jede Kovariante q> genügt der partiellen Differential- 
gleichung 





+ 


dg) 

+ rna m - 1 -~z-- 

d d m 


Beweis. Durch die Substitution 


x = t + sri, y = rj 

hat man 

g> (4q, • • -4 m , “ *P (p^oi • • •) £ “b & v) 

oder 

*P (4o) •• »5 -4 to , x sy y y) sss g> • • •? y)* 

Entwickelt man die linke Seite dieser Gleichung mit Hilfe des Taylor- 
schen Satzes nach Potenzen von £, so ergiebt sich die Gleichung* 


(P + S \ ~ y % + l^ Sa » + U- S<h+ ''- } + + 


die für jedes e giltig ist. Es müssen daher die Koefficienten sämt- 
licher Potenzen von £, insbesondere der Koefficient von e 1 verschwin- 
den, was unmittelbar die Gleichung 4) liefert. 

Durch Vertauschung von x und y geht 4) über in 



dg> 


dg) 


da m — i 




dg) 


m- 


da m —2 


d cp 

+ ... + wia^ - — ) 


da, 


o 


eine partielle Differentialgleichung, der die Kovariante ebenfalls genügt. 

Anwendung. Die allgemeine Form einer Kovariante v ter Ord- 
nung sei 


6) 9> = + (j) C 1 x v ~ 1 y + ^ C s x r - V + . . . + C v y v . 


Führt man diesen Ausdruck für <p in die partielle Differential- 
gleichung 4) ein, so erhält man 

a 


* Vergleiche § 10, 8. 
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vC 0 x v 


~ 1 y+v(v— 1) C l x'— i y 2 + V ( V p^-- 2 " x v ~ s y 8 + ...+v C v _ j i/'= 


W 1 


+ 3 og | 


|ac 0 


da, 


3 


?£• 
da m 


ac. , /i 

^+v- 1 ^- 1 2/+(, 
aUj V 

t/\ aCL 

Jaa^ v 

, dC. , , (\ 

xV+v da\ X V + \‘ 

^ 0Cf »*r 

da 2 

, dC t , , /i 

* + v a~ ^ 

aa s V 

;)|Sx. 

va«. 

• • • • • • • 

, dC. , . /i 

a a m \ 

Äaq*, 

vaa«* 


y+...+ 


a a 

a«i * 


+ 


’" V + - + 8 iM + 

V+~+£r + 


a«* 


+ 2 a 1 ^-p + 3 a î |7 + ... + »»« m 

3 


+ ma m _i I 

+ «— ÿ ja.,g + 2 <. 4 ? l + 8 »,^ 

+ @ *’-*■ )»• + 2 «. «S + 3 “> 80 ' 


9 9 1 a C v 

V + -+ 8 i»'| 


-j~ . . . -j- m a 


dCA 
1 8 a m f 
dCA 
1 8 dm f 


+ 


m 1 dc^nf ” l_ 

a 2 + *** + wlöf m— irr) + 

a ôg a ß w j 


+y’ 


dCy 

a °da l 


, O 8Cy dCr, . dCy 

+ 2«i a — + 3a * da , + ‘ • • + wm ”-‘ 


da 


2 


y 

- ') 
» 


woraus das System von Bedingungsgleichungen folgt: 

8C 0 , _ ado , „ aq , , ac 0 . 

a« + 2^ x- 5 + 3og 0 + . . . + rna m _, 5 ^ = 0 


7 ) 


*<--— + 2a t + 3 O, + ma»-! i-r* = C 0 


a 


"»a«! 

aq 

‘ 10 âa 1 

aq 
0 a 


a a 


2 


a ci 


a d« 

dC x 


da, 

a cl 


2 


aa ç 

ad 


2 + 2a 1 ^ + 3a 2 ^ + ... + W »a IB _ 1 ^ = 2C 1 


aa 5 


a a 


3 


8 a m 

aq 

da 

da 

8 a m 


m 


dCy 0 dCy Q dCy 8 Cy „ 

I ®o ô h 2a x + 3 «g (-••• + w®m-i — — vCy—i . 

^ <7 dj Ö ûtg v v d|/j 

Durch Vertauschung von x und y entsteht das entsprechende System: 


8) 


ma 


8 G 


dCy 


V KSy , / H V V \Sy , 

L dä 0 +( ~ m ~ V^da, +- + a “ 

dC v — i , 1 s aCL-i, , 

ma, - h (m — 1) a 2 — — (-••• + «»* 


da^ 

d G y — 2 * / , \ v v r — a ■ i 

ma i “in — 1 - C m — 1 ) a 2 - v— - + - • . + «m 


a a 


0 


da x 

dGy 2 

da x 


ma 


dC x 


dC x 


> 8 «. 


+ • . • + a 


m 


ma 


dC, 


dC, „ 


^ +(— 1 )« 3 ^ +... + 0 - 


aq 

a a m — i 

dCy-x 
da m — i 
d Cy 2 

a a m — i 

• • 

aq 

8a m — i 

aq 

a Om — i 


= o 


-q 


= 2C,_, 


= (r-l)C s 


2 


*q. 
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Fünfter Abschnitt. Kovarianten. 


C 0 ist, wie aus der ersten Gleichung des Systems 7) hervorgeht, 
eine Semiinvariante, deren Berechnung keine Schwierigkeit bietet. 

Beispiel. Setzen wir m = 3, v = 2, p = 2. Die Kovariante zwei- 
ter Ordnung, zweiten Grades der kubischen Form 

a 0 a? + 3a t x 3 y + Za t xy 3 + a^y 3 

kann in der allgemeinen Form geschrieben werden 

C 0 x* + 2C 1 xy + C 2 f. 

Die Gewichte der Koefficienten C 0 , C 2 sind nach Nr. 3 bezüglich 
2, 3, 4 und die Koefficienten haben die Form 

Go tsst Po a o a $+Pi a i 2 

C^q^a^ + qiOi^ 

C^p^as+PiaJ. 

Bilden wir nun das System von Differentialgleichungen 7) 


nämlich 






2 «o«i(i>o+l>i ) = ‘ 0 

Ä o °2 Öi + 3<Z 0 ) + 2a 1 *2 1 ~Po a o ( h +Pi a i* 

und setzen j? 0 = 1, so wird ^ = — 1 und man hat für q 0 , q x die iden- 
tische Gleichung 

( 3 2 o + îi — 1 ) + «i 8 (2 q t + 1 ) — 0 , 


woraus 

2<> = 2 ) 2i “ 2 • 

Also hat man für die Koefficienten die Werte 

C 0 — 

Cj = (#0^8 

G 2 = ötj a 2 8 , 

und die gesuchte Kovariante lautet 

Oo a a - O s 2 + («o«8 — xy + K«8 “ «2*) y a - 

\ 

6. Berechnung der Koefficienten einer Kovariante. 

Nimmt man den ersten Koefficienten C 0 als bekannt an, so können 
alle anderen Koefficienten der Reihe nach durch einfache Differentia- 
tionen gefunden werden. Denn den Gleichungen 8) zufolge hat man 
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9 ) 


i ”L , ort 


o. 


C, = \Jt (m — Je) a* +1 


ê Cr- 


éât 


Beispiel. Die Koefficienten der Kovariante sechster Ordnung, 
zweiten Grades der Form fünfter Ordnung, nämlich 


X Q 

x*y 

x?y 2 

x s y 3 


xy 6 

y* 

+ a o a 2 
-< 

+ 3fl 0 flg 
— 3a x a 2 

+ 3a 0 a 4 
+ 3 a t a s 
— 6 V 

+ «0«5 

+ 7 ^ a 4 

— 8 flg flg 

+ 3aj« 5 

+ 3 a a a 4 
-6a s 2 

+ 30^ 
— 3a s o 4 

+ <h a 6 

-V 


können aus 

Cq = fl 0 fl 2 ^1* 

abgeleitet werden vermöge der Gleichungen 

C — 1 (ha + 4a + 

•\ öai da 0 + * a, da i + aa »daJ 

i (k 8C i , a ëC i , a 8C i , o 8C i\ 

C . } = r ( 5 fl, — J- 4 flo -r 1” 3 flo - -j- 2 fl 4 - ) 

2 5 \ 1 da 0 *da x 3 da 2 é da 3 ) 

C T „ = ( 5 a, - — - -f" 4 fl. 2 - - + 3flo - + 2 a 4 — - + fl 5 - — ) • 

• 3 4 \ l da 0 2 da x s ^fl 2 4 dfl 3 

0 4 , C 5 , Cg werden aus C 2 , C u C^, bezüglich durch Vertauschung der 
symmetrisch gelegenen Koefficienten gefunden. 

Anmerkung. Bezeichnet man, wie früher, die Operation 

a a 

a o o ~ + 2 fli + • • • 

tfflj 

zur Abkürzung durch d, so verschwindet die Kovariante 

<p-C 0 af' + (fyc i a?-'if + ..., 

wenn man an ihr die Operation 


8-y 


dx 


ausführt; d. h. 

|V . d(7 0 + ^ x r ~ 1 y .öC x + ... + y r 8C^ — 

— C 1 x v —*y + ...+ C r v _iy v “ 1 J 


«0, 
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und diese Identität liefert durch Gleichsetzung der entsprechenden 
Koefficienten die obigen Relationen (7) in symbolischer Form: 

^(/q* 3 0, 8 Gi Cq , — 20^ . .., 8C v = vC v — ij 

mit Hilfe deren aus dem letzten Koefficienten C v die übrigen Koeffi- 
cienten der Kovariante berechnet werden können. C v bestimmt man 
aus (7 0 , das als Semiinvariante nach früheren Sätzen berechnet werden 
kann, durch Vertauschung der symmetrisch gelegenen Koefficienten. 
Bezeichnet man ferner die Operation 


a 


m 


da m — i 


+ 2öf wl __i 


dClm — 2 


+ . . . + m 


da. 


0 

durch 8\ so findet man auf entsprechende Weise 

ö'C 0 = vC u ö'C^iy- 1)C 2 , ..., «'(?,_! -<7„ 8'C r = 0. 
7. Bezeichnet man durch 8 t und S 2 die Prozesse 


10 ) 




äs *= Ï + 2* 


dp ' *8/’ 

so sind die für die Kovariante <p f * der transformierten Form F 
gütigen Gleichungen (vergl. Nr. 5 dieses Paragraphen) 


ii) 


2 * (m — h)A k+ 1 




n 

dtp 1 

dA k 


1^-0 

b dr\ 


gleichbedeutend mit den beiden Gleichungen** 

12) d x g/ = 0, S 2 g) f = 0. 

Beweis. Die Koefficienten der transformierten Form haben die 
Werte*** 

n{m — Tc)( d , , 8 V/-/ n 


18) 

oder 

13a) 






m — i 


n(m)\ P dq +P di) 


/*(«, «0, 


woraus folgt, dass sie den Gleichungen genügen 
14) 1cA k - 1 = 5^*, (m — k)A k + 1 = 8 2 A k . 

Bezüglich der Variabein gelten die Relationen 

* Vergleiche Nr. 1 dieses Paragraphen. 

** Vergleiche § 10, io oder Bruno, Math. Ann. XVIII. 
*** Vergleiche § 10, 2 . 


14 a) 


woraus 
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di£ Vi tfgH — O, 8 1 q = 0, 8 a rj*= — £. 

Bezeichnet man ferner durch 


<*i [9'] , 




, U. S. W.j 


dass die Differentiationen nach j?, p\ q , q f nur soweit vorgenommen 
werden sollen, als diese Grössen in rç, nicht in den Koefficienten 
von cp\ enthalten sind, so erhält man 


15) 


^ . iS. , ?y . 

dri dq ! J 

v0<7 ■** de/) ^ dv \dq * dq’ ) 


dtV’dq ' * dq’J 
d<p' . t dtp' 

-H' i ‘ i+ sv' v 


' dr) Yëq 
ëq>' 


<î rœ'1 I - dq> ' 8 M d(p ' 8 V- t d(p ' ■ 

Berücksichtigt man aber die Relationen 

&A-i = di-4*, (m — i)-4*+i=«d 8 -4*, 

so lauten die Gleichungen 11) 


2‘ 

und mit Rücksicht auf 15) 


,M äiA _ £ äs:_o 

gjli * 01) 




16) 


a-äj 


d x Ak + dj [g/] — 0 


2*fÿd 2 ^ + d 2 [<p']=0, 


die nach Ausdehnung der Symbole d n d 2 auf die Koefficienten und 
Variabein von 9/ liefern 

17) «W^O, d 2 9>' = 0. 

Diese beiden Gleichungen würden unmittelbar evident sein, wenn 
man die in 3 a) Nr. 1 dieses Paragraphen ausgesprochene Definition der 


4 
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Kovarianten zu Hilfe nehmen wollte, da ^ = 0, d 2 r = 0 ist. Allein 
hier sollte der Satz in Nr. 7 unabhängig von der angegebenen Defi- 
nition der Funktion <p einzig auf die partiellen Differentialgleichungen 11) 
gestützt werden. Diese Eigenschaft soll nun im Folgenden umgekehrt 
zum Beweise benutzt werden, dass jede Funktion, die den Differential- 
gleichungen 4) und 5) genügt, eine Kovariante ist. Hiernach sieht 
man, dass diese Differentialgleichungen in der That charakteristisch 
für diese Funktionen sind, denn sie liefern die notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für dieselben. 

8. Jede homogene ganze Funktion (p (a, x, y) v teT Ordnung, 
p ten Grades, die den partiellen Differentialgleichungen 


18) 


d( P ^.. 8< P 

Z klcah - i d^r y vx' 


d<p 8<p 

dy 


genügt, befriedigt auch die Gleichung 
19) <p' (|, rj) = (pq'-^4 ) f ‘ . (p (%, y), 

wo q> f die Funktion <p (-4, §, rf) für die durch die lineare Sub- 
stitution x^pï + qri, y=p'l + tfn 

transformierte Form F bedeutet.* 

Beweis.** Sollen die beiden Gleichungen 18) für irgend eine 
Form f befriedigt sein, so sind ebenso auch die Gleichungen 11) für 
die Form F befriedigt, also auch, nach Nr. 7, die Gleichungen 12). 
Aus diesen folgen aber die beiden Gleichungen 


0=<*i (tf*9>')=l>(ä 


? y , -jv 

dpdq * dp* dq ' dp 




q dpd4~^ q d$d4 + dtf)' 

a V 


+p 


i + 


äg7’ 


dpdq ■ ' dpdq; ■ dqj • 1 Ydp’dq ' * dp'dgt 
aus denen man durch Subtraktion zunächst die Gleichung ableitet 

20) d, (<W) - (d, *') -* ^ +/ % - q 8 £ - 4 % - o. 

Hierzu fügt man eine zweite Gleichung, die nach dem bekannten 
Theorem über die homogenen Funktionen sich ergiebt. Es ist nämlich 

ag , ag , ,ag , ,ag 

p dï +q dq +p dp' + *~d4" — 

p dp +q dq +p dp' +q dq' v ’ 


* Cayley, second memoir on Quantics, Phil. Trans. 1866, pag. 101 u. f. 
** Brioschi, Annali di Matematica Bd. 1, 1868, pag. 368. 



§14. Fundamentaleigens chaffcen der Kovarianten. 


155 


woraus durch Multiplikation mit bezüglich —y, und Addition sich 
zunächst ergiebt 


+ 


' \ d £ dp d t) dp) q \d% dq dij dq) ^ dp 

+q dq +p dtf +q d4 \*di +n d n ) vq> ' 
wo v die Ordnung der Form q> bedeutet. 

Ebenso folgt aus der Erwägung, dass A 0 , A 1} ... homogen in 
den p und g, vom m *® 11 Grad sind 


d Ajc d Ajt . 

P — + Q^r+P 




dp • 1 dq dd ' * d(t 

3 w i 

und, indem man diese Gleichung mit multipliziert und über alle 
Werte Je von 0 bis m summiert, 

Ol \ "V ( d <P' VA hl dtp' dAk-.dfp' dA k . ,dqf 0.4A a d *P' 


cA k dp ' *dA k dq dA k djf 
Die Verbindung von 21 ) mit 21 a) liefert 


22 ) p 


d( p' , J<p' , , J d <p' 


m 


dp +q Tj +P 'W + g, dg'- = m 2* Ä *M k - V ' f> ' 


d<p r 




Q<P 


Nun ist aber jeder Eoefficient in 9 / eine homogene ganze Funktion 
der A vom Grade p, so dass auch 

«M 

d<p r 

dA k 

Wir erhalten also schliesslich aus 22) die gesuchte zweite Gleichung 

wo (i den Index der Form qp bedeutet. 

Die Gleichungen 20) und 23) liefern nun 


24) 


d<p' , dtp 1 , 

dtp' ,dq>' , 


die wir mit den Gleichungen 

dqp f 

I P 

24a) 


p-^+p'^'o 
ÿ d q ^ d([ 


^ dp ^ dp 1 
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Fünfter Abschnitt. Kovarianten. 


zu einem simultanen System vereinen, das auch in der Form geschrieben 
werden kann: 

dlog tp' _ dlog(pq'—p’qy 
dp dp ’ 

dlogtp’ __d log (pqf —p'qY 
dp f dp ' ’ 

dlogtp ' dlog(pq f — p'qY 

~~dq = H ’ 

d log tp 1 d log ( pq f —p r q )** 

~ d q' ~ H* 

« 

Die Integration nach tp* ergiebt daher den Ausdruck 

<p' = (pq'-p'qy ■ 

wo ^ eine Funktion von a 0 , a x , ..., a m und y bedeutet, die p , q 1 
p\ q r nicht mehr enthält. 

Um ip zu bestimmen, setze man in der Integralgleichung p = £ , = 1, 
q=p f = 0, wodurch -4 X , §, r\ bezüglich in a 0 , a 1? ..., #, y 

übergehen. Es ist also 

Xp s = <jp (æq , & x , . . . , x , f/) 

und 9>' (I; *?) = (pv'-p'qy ■ 9 <>, 2 /), 

womit der Satz bewiesen ist. 


9. Der Satz 3 dieses Paragraphen soll nun ebenfalls mittelst der 
Differentialgleichungen bewiesen werden: 

In jeder Funktion <p , v tex Ordnung, p ten Grades, die den 
partiellen Differentialgleichungen 




a 


0 da x 

dq 


da 


2 


+2a m _i 


dtp 


dx 

-j- . . . = x 


dtp 


aa m _! 1 1 dy 

genügt, ist das Gewicht des Koefficienten C k von x v ~ k y k 

it k = -J- (mp — v) + k. 

Beweis. Wir bezeichnen wie oben durch d und d ! die Operationen 


x d i o ^ ^ 

o =ctn~ 1" + .. . + 1 Q— 7 


°aa x 


a a 


77» 


a a 

= — + (m — 1) a 2 — + . . . + a m 


Ferner sei 


da, 


o 


da x 


da m ^i 


dô f tp 


das Resultat der Operation ö, wenn dieselbe auf sämtliche in d’tp ent- 
haltene Koefficienten von f ausgedehnt wird; und 
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Ô [d'cjp] 

das Resultat der Operation d, wenn dieselbe nur auf die explicite und 
linear in der Operation d f stehenden Koefficienten a X7 a 2 , ... erstreckt 
wird. Analog seien 

d ! d<p und d f [dqp] 

definiert. Man hat dann 


*WVI- 

ö'[d<p]= 


dg) 


lK^-+...+2(w-l )a m — 2 — h m a m -i , 

7 da x v y dam ^-2 da m —i 


dg) 


dg) 


+ 2 ( m _ 1 ) a 2 +• • -+ 2 ( m — + '»« 


aa 2 

d d'qp = d [d r qp] + -D , 
d r d ç? ~ d f [d g)] -fr D*, 




dg) 


WO 


D = m a 0 a t ~f- + 2ma* 


Daher 


da 0 da x 


da 0 da 2 


dd r g) - d'dç? - d [d>] - d' [d<p] = 


dg) 


dg) 


^ ma °da +( w ~ 2 ) flf i +.•—(*» — 2) Om-i 


dg) 


dg) 


da x 


—ma m ^=d'g). 
ô a m — i o u rn 


Nun verschwindet die Kovariante g> durch Anwendung einer der 
Operationen 

* d d 

d-y-, d f — x — — . 

ay’ 

folglich auch durch Anwendung der successiven Operationen 

( ä - ■ » Â) ( ä '- * 4) “ (*'- * /*) (* - » Ä) “ M '- w + » £ - 

d. h. ; da hierbei die Ordnung eines Terms nicht geändert wird: jeder 
Term der Kovariante verschwindet dufch Anwendung der Operation 


dx‘ 


d’ + y 


dy 


d 

x — 
dx 


Nehmen wir also einen Term der Kovariante von der Form 

a 0 s ° a x *i . . . a m Sm • oft)} 6 

und wenden darauf die angegebene Operation an, so verschwindet der 
Ausdruck 

ms o + (m — 2)£j + . . . — (m — 2) e m —i — rns m + Jc — A = 0 
oder in anderer Form 

2& — Je — Ji -f- m s x . . • -J- £m) — 2 (fj "4" 2 £g . . . -|- m s n ^ = 0 . 

Nun ist 
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Je -j- h = v , 

*1 + 2 £ 2 + . . . + = 3 T *, 

«o H” • • • ”4” 9 ) 

so dass sich der Wert von it k ergiebt 

. jr Ä = | -(tnç — v)-\-Je. 

Anmerkung 1. Für die Invarianten ist 

h = 1c = 0, 

und man hat in diesem Falle die bekannte Beziehung 

Xk-rj-niQ 

und den Satz, dass jede homogene Funktion p ten Grades der 
Koefficienten der Form, die den symbolischen Gleichungen 

d = 0, d f *= 0 

genügt, das Gewicht 

10. Mit Hilfe der Gleichungen 9) Nr. 6 dieses Paragraphen, 
können aus C Q die sämtlichen Koefficienten der Kovariante berechnet 
werden, doch bleibt dann zu beweisen, ob die so bestimmte Funktion 
in der That eine Kovariante ist. Dies leistet der folgende Satz von 
Cayley:* 

Legt man eine Form m ter Ordnung zu Grunde, setzt C 0 als 
eine Funktion der Koefficienten vom Grade q und vom Ge- 
wicht y(wiQ — v) voraus, die der Bedingung 

dC' 0 = 0 

genügt, und bestimmt die Funktionen C 15 C 21 ..., C v mit Hilfe 
der Gleichungen 

25) .... C V = 8'C V - !, 

so ist die Funktion 

C 0 x' + vC 1 x v - l y + (^j C i x v ~ i y* + ... + C v y v 
eine Kovariante. 

Beweis.** Die Je - mal hintereinander an C 0 ausgeführte Opera- 
tion d r f die wir durch d fk C 0 bezeichnen, giebt nach den Gleichungen 25) 
bis auf einen Zahlenfaktor den Wert des Koefficienten C k , der vom 
Gewicht 7t k =\ (ntQ — v)-\-Je wird. Fährt man mit der Operation ö f 
an C 0 fort, so erscheint schliesslich der Wert 0. Denn da das grösste 

* Cayley , Philos. Trans. 1856, pag. 107 (Second memoir upon Quantics). 

** Cayley, Philos. Trans. 1866, pag. 106. 
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Gewicht eines Koefficienten m ist, so ist das Gewicht von d tk C 0 
höchstens wp, und folglich verschwindet d'*<7 0 , sobald 

— v) + 1 c>mq oder + 

wird. 

Nun hat man wie oben Nr. 9: 


26) ÖS t C k -d f dG\=d[d'C k ]-d'[dC k ]=frC k =(mQ-2n k )C k =(y-2k)C k ] 
also spezieller 

(dd'-d f d)C 0 = vC 0 , 

woraus folgt, dass 

9#C 0 -#dC 0 + vC 0 -vC 0 , 

weil nach den Voraussetzungen d(7 0 — 0. Ebenso ist nach 26) 

(dd' f - d'd) d f C Q = 0 - 2) d'<7 0 , 

woraus 

dd' 2 <7 0 = d'(dd'<7 0 ) + (v - 2) ô r C 0 = vd’C 0 + (y-2) d'<7 0 = 2 (y - 1) d'<7 0 , , 
Ferner ist nach 26) 

(d d' - d'd) d' 2 C 0 = (v - 4) d' 2 C 0 , 

woraus 


dd' 8 (7 0 = d'(dd' 2 C 0 ) + 0 - 4) d' 2 C 0 = 2 (t/ - 1) d' 2 (7 0 + 0 - 4) d' 2 ^ = 

= 3(v-2)d' 2 C 0 , 

und allgemein 

dd'*<7 0 = h (y - Tc + 1) d'*- 1 C 0 . 


Setzt man der Reihe nach 

& = v + l, v + 2, 

so hat man 


. . 


dd fv +i(7 0 = 0, 

dd'*+ 2 C 0 = - 0 + 2) 1 . d f ’-H C 0 , 
dd'*+ 3 (7 0 = - (t/ + 3) . 2 d'*+ 2 C 0 , 


u. s. w., 

woraus man schliesst, dass 

d fv + 1 C r 0 = 0. . 

Denn wäre d' v + 1 (7 0 von Null verschieden, so wäre auch zufolge der 
zweiten Gleichung dd' v + 2 C 0 von Null verschieden, folglich auch d' ,, + 2 C r 0 
von Null verschieden; zufolge der dritten Gleichung wäre dann auch 
dd' v + 3 (7 0 und also auch d' r + 3 G T 0 von Null verschieden u. s. w., was 
nach dem Früheren unmöglich ist. 

Aus dem Vorstehenden leitet man nun die Relationen ab 

d(7 0 = 0, dö f C 0 = vC 01 dd t2 C 0 = 2(v—l)ö r C 0 , 
d'ô h C 0 = V»'- 1 G 0 , d' 1 '* 1 C 0 = 0, 

die mit Rücksicht auf die Gleichungen 25) übergehen in 


dC 0 «=0, SC\ = C 01 SC^2C U 



. . . , 


d f a= o. 
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Diese Gleichungen liefern aber unmittelbar die nach Nr. 8 dieses Pa- 
ragraphen für die Kovarianten charakteristischen Gleichungen der 
Nr. 6 dieses Paragraphen. 

Anmerkung. Insbesondere ist eine Funktion C 0 vom Grade ç 
und vom Gewicht Jmp, die der Bedingung 

d(7 0 = 0 

genügt, eine Invariante, was der in § 10,11 benutzte Satz ist. 

11. Wir können die Operationen, vermöge welcher die Glieder 
einer Kovariante aus dem ersten oder letzten entstehen, auch noch in 
anderer Form ausdrücken* 

Vermöge der Beziehungen: 


dC 0 = 0, dC x -=C 0 , dC^2C x , 


» . . , d Cy — v Cy — i , 


tf'(7 v = 0, d'CUi-Ct, ..., d'C'o-i/C', 

schreibt sich die Kovariante cp auch in den Formen: 

■» i -< u ^- î + ^( ô ' + ... + æ ©’ 

äCrX + S*C, 

r ' 1 y + 1.2 \y, 

oder symbolisch 

i, 

<p=x' , .e? • C 0 = . e» 

Aber in § 10,9 ist bewiesen, dass 27a) derjenige Ausdruck ist, in 
welchen das Glied C v übergeht, wenn man in C,, die Grössen 


or \ 9 n . 0O - x i ( x V, . *0* f x \ 

27.) -- 0 .+ -. T T+172 y+ • + rX 3—y 


x . 

— Ô 


*0 ) Ö 1 J a 21 


• Î 


ersetzt bezüglich durch die dortigen Koefficienten: 

-^0? 

wobei nur noch - für e zu setzen ist. Man hat also das Theorem: 

y 

Die Koefficienten der Form F } welche sich durch die 
Substitution 

x = % + £rj 

y = n 

aus f ergiebt, seien bezüglich durch 

-^0) -^2? 

bezeichnet. Jede Kovariante cp kann man dann dadurch aus 
ihrem letzten Glied C v ableiten, dass man an Stelle der in 
C v enthaltenen Grössen 


* Vergl. Bruno, Grelle Journal 90, pag. 186. 
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die entsprechenden 
einsetzt und dann 


®0) ^1) ••• 





• •• 


X 

y 

setzt. 

So erhält man z. B. die quadratische Kovariante der kubischen Form 

A 1 A 9 — A 2 «= (oj a z — a 2 ) + ( a 0 a s — a t a t ) e + (a 0 a 2 — a x *) **. 

Ferner erhält man die quadratische Kovariante der Form fünfter 
Ordnung 

A t A 5 — 4A 2 A é + 3 A 2 « 

= ( a i«5 ~ 4öt 2«4 + 3a S 2 ) + ( a 0 a 5 — 3a i a 4 + 2a i a s) S + 

+ K«4 — 40 ^ + 3 a/) £ 2 . 

Ein analoger Satz folgt für die Ableitung der Kovariante aus 
ihrem ersten Gliede C 01 indem man nur an Stelle der in C 0 enthalte- 
nen Koefficienten von f 

Q>m — 1 ) — 2) ••• 

die entsprechenden Koefficienten von F 1 

Jf Al Al 

mj m — 1) m — 2; 

setzt, wobei F f aus f durch die Substitution 


hervorgeht. 


y = s%+ri 


§15. Polarenbildung und verwandte Prozesse. 

1 . Werden die Systeme von Variabein 

x , y und a/, \ f 

durch dieselbe Substitution 

1) x=pt+qn, y=yi+a , ’î, 

2 ) a?=pg + qri', + 

transformiert, so werden die Variabein x 1 y und cd, y f kogredient 
genannt. 

Wird nun die Form f(x,y) durch die Substitution 1 ) in 
transformiert, dann ist auch 

3 ) f(x + Aa/, y+ A^) == F(g + Ag', 17 + Ai/),. 

wo A einen willkürlichen Parameter bedeutet. Denn die Grössen 
x + Xod, y + At/ hängen zufolge der Gleichungen 1 ) und 2 ) mit I + Aj/, 
rj + lrj 1 auf dieselbe Weise zusammen wie x , y mit £, 17. 

Faä de Bruno, Theorie der binären Formen. 11 
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Entwickelt man aber die Gleichung 3) nach der Taylorschen 
Reihe nach Potenzen von X } so findet man identisch 

4 > ( y ïi +s '0 f< - x ^-( s h +,/ 0 F(i ’ ’> 

oder 


&F 

W 




da') af k *^- + ( a? k ~ W ^ I g - I- +«/*— = 

^0z* + w 2 'aa^- 1 ay + V2j ÿ a^-*ay 2+ "‘ +y ay* 

d k F 


d k f 


Pf 


+ 


(2) e-V- 


■*ay 2 

a*^ 




^ d^ k ~~ l drj 1 \2) " 1 d$ k -~ 2 drj 2 

d. h. für die kogredienten Yariabeln x , y und a/, besteht 
die identische Relation 



wo links die Koefficienten von a, x, y , rechts von -4, §, 17 ab- 
hängen. 

Die Funktion 



1 

m (m — 1) . . . (m — k + 1) 



heisst die k te Polare von /*.* Man kann dieselbe eine Ko- 
variante von f nennen, insofern sie durch simultane kogre- 
diente Transformation der beiden Variabeinsysteme rr, y und 
a/, 1/ in die Ä te Polare der transformierten Form F übergeht. 

Beispiel. Die erste Polare der quadratischen Form 

f= V 2 + 2 a i X V + a 2 V 2 

heisst 



und ist identisch 


= { (V ^ + V j^) f= (a q % +An) |' + (AS + An) n'- 

In der That ist 

a oi(j>l+m)+ a i (jp'Z+i'n)] OS' +2V)+KOS+2 1 ?)+«2 (p'Z+<i'n)Xp'% + îV)= 

= (a 0 p* + 2 «ij?jp'+ a iP n ) W + (a ü P2+ a i (ptf-j-p'q)+ a iiP'q') (W+%n) + 

+ (o 0 2 2 + 2 a i22'+ « 2 ï' 2 ) W— (Al + An) 5 '+ (Al+ An) V* 

2. Der Prozess der Polarenbildung einer Form kann noch 
in anderer Weise erläutert werden. Es gehe f(x f y) durch die lineare 
Substitution 


* Emanante nach Sylvester. Vergl. Cayley, Phil. Trans. 1866, pag. 637. 
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6) æ=jp§ + î»?, y=p'£ + 4n 

über in F(fe,rj). Dann fliessen aus der Identität 

f(x,y) = F& n ) 

die Differentialgleichungen 


V 


df, , df, 9F, tl _dF, 

-d x+ -dy= M <n+-dn 

d t f d i f d i f d*F c 2 F d*F 

é d *+ 2 ih d * d » + è ■"*- h dp+3 m dld ’>+ 


worin dx , dy als neue Variable betrachtet werden können, die mit 
dr\ durch die Gleichungen 

8) dx=pd% + qdri 7 dy =p’ df| + q r drj 

verbunden sind. Die Grössen dx , dy sind völlig willkürlich und durch 
dieselbe lineare Substitution mit einander verknüpft wie die Variabein 
selbst. Sie können aber ebensowohl aus den beiden Differential- 
gleichungen 7) als aus dem System 8) bestimmt werden. Die Koef- 
ficienten derselben in 7) sind in diesem Falle als Konstante zu be- 
trachten. ‘ Man kann daher in 7) zwei neue Variabein cd, y ' an Stelle 
von dx, dy setzen und die Substitution 2) anwenden, wobei die Glei- 
chungen 7) richtig bleiben müssen. An Stelle der Differentialgleichung 

Qi dx + ly dy ) if(x ’ y) = {k dl + ln dn ) F{1 ’ n) 

tritt dann die Gleichung 4) für die fc 40 Polare. . 

Beispiel. Es sei 

9) a 0 x* + 2a x xy + a 2 «/ a = A%* + 2A 1 èn + Av*> 
wo 

A = a 0 p 2 + 2a l pp'+ 

A = «o P i + a i O 4 +P'4) + ( hP'4 

A = a o4 + 2a 1 qç[+ a 2 g' a . 

Aus 9) folgen die Gleichungen 

10) (a 0 x + a x y) dx + (a x x+a 2 y)dy = (A 0 1 + A x rf) dt, + (A x l + A 2 rj) drj , 

11) a 0 dx 2 + 2a 1 dxdy + a 2 dy 2 = A 0 d^ 2 + 2A x d^dri + A 2 dY} 2 . 

Aus 10) und 11) können die Werte von dx, dy als Funktionen 
von <Z§, drj berechnet werden, die mit den Werten 8) Zusammentreffen 
müssen. Einfacher ist es jedoch, die W T erte 8) in 10) und 11) zu 
substituieren und zu zeigen, dass dieselben dadurch identisch erfüllt 
werden. 


il* 
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Man kann aas den Systemen 

+ y=p'% + q!'n 

i/=p'£'+2V 

auch direkt die Gleichung 4) ableiten. Denn dieselben liefern 


,d_F 

dè + '‘ dn 


^ dy di, dy di) ^ dy dy dy) 


drj dy dy. 


\ dx^»dy) 1 


-|{(j>r+îV)+^(y6 , +4'V)-^g+»'g, 

t 

und die wiederholte Anwendung dieser Gleichung ergiebt die Glei- 
chung 4). 

3. Jede Invariante der A ten Polare von f ist eine Ko- 
variante von f. 

Beweis. Betrachtet man in der Polare* 

d_ . . 0'* 
dx 

die Grössen a/, y* als die einzigen Yariabeln und transformiert man 
dieselbe durch die Substitution 

12) a/=p|'+îV> !/'=!>'!'+ îV , 

so lässt sich die transformierte Polare nach Potenzen von 1 / ent- 
wickeln, nämlich 

( a/ Ä + ^^- p -«'‘+6) p - s '*-’' + -' 

wo P 0 , P., ... von — , —, d. h. von den Koefficienten und Yariabeln 
07 17 dx 1 dy 7 

der gegebenen Form, und ferner von den Substitutions -Koefficienten 
Pi Qi P ? i 4 abhängen. Anderseits gehen -Po, P 1; ... als Funktionen 
von x } y durch eine Transformation 1) nach 4) bezüglich über in 

d k F d k F 

W ’ äF- T ä^’ 

Sei nun J eine Invariante der Polare und bezeichnet man durch 
r die Substitutionsdeterminante J PQ 1 — p*Q, so ist nach früheren Sätzen 
über die Invarianten 


* Bei diesen Beweisen kann der in der ersten Definition 5) der Polare mit- 
gegebene numerische Faktor unberücksichtigt bleiben. 
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w 

und vermöge der Transformation 1) der y 
woraus die Identität folgt 


T (PF PF \ T /Pf Pf \ 

J VaF’ ap-^ay "') Va**’ d&~ l dyj 

Damit ist die Behauptung bewiesen. 

Beispiele. I. Es sei die kubische Form vorgelegt 
f(x, y) *= a 0 a? + Zc^xFy + 3os,a;y* + a,y®, 
deren zweite Polare lautet 


» 


w ^ + !/ /'= « * + y) + 2 K * + a i, y)dÿ + («* x + <h y) 


Die Invariante der Polare ist von der Form 


(«o* + a x y) (a 2 x + a 3 y) — (a x x + a^yf = 

= (a 0 a i —a/)x i + (a 0 a 3 — a^xy + (a l a 3 —a i i )y i , 

was nach § 14 in der That eine Kovariante von f ist. 

II. Aus der Form vierter Ordnung 

f — + ^a x x s y + 6 a 2 x*y 2 + 4 a z xf + 

bilde man die zweite Polare und suche deren Invariante. Man erhält 
alsdann die bekannte Kovariante der Form vierter Ordnung 

(a 0 a 2 — a*) x A + 4 (2 a 0 a 9 — 2 a x a^ x s y + 

+ 6 (a 0 a 4 + 2«^ - 3a* 2 ) x 2 y* + 

+ 4 (2a x a 4 — 2 a 2 aj) xy 3 + ( a^a 4 - a *) y 4 , 

die Clebsch durch \ H bezeichnet hat. 

III. Zu der Form fünfter Ordnung 

f= a 0 x 5 + öa^y + - - • + « 5 y 5 
bilde man die vierte Polare 

™{^fx +y ’iy) f = ( a ° x + «i y) ^ + 4 ( a i x + «2 y) *V + 

+ 6 (a 2 a; + a 3 y) a^V* + 4 (a s a: + a 4 y) a/t/* + (a 4 ^ + « 5 V) tf*, 


der die Invariante dritten Grades angehört 

aoX + arf a t x + a s y a 3 x + a 3 y 
«i x + a^y a 3 x + a 3 y a 3 x + a 3 y 
a 3 x + a 3 y a 3 x + a t y a^x + ^y 
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identisch mit der Kovariante dritter Ordnung, dritten Grades, der 
Form fünfter Ordnung, die ausgerechnet lautet 


cc? 

3 x*y 

3 xy 2 

ce 

+ «0 a 2 O 4 

+ a 0 a 2 a 5 

+ «O a 8 a 5 

+ a i a d a 6 

«0«3 2 

«o ^4 

- «oV 

— a x 

— afa 4 

\a 

CM 

i 

- «1 «2 «5 

- a i a s 

+ 2a 1 a i a s 

+ a i a 2 

+ «1 ® s a i 

+ 2 a 2 a 3 a 4 

— v 

+ a i a s 
- «2*«S 

+ « 2 * ö 4 

- a 2 a* 

- a t 


4. Jeder Form entspricht eine Reihe von Kovarianteh 
gerader Ordnung und zweiten Grades und zwar von den Ord- 
nungen 2m — 4, 2m — 8 , wenn m die Ordnung der Form be- 
deutet. 

Beweis. Die Reihe der Polaren von f 

(^ = 1 , 2 , w- 1 ) 

ist linear in Bezug auf die Koefficienten und von den Ordnungen 
m— 1, m — 2, ... in Bezug auf die Variabein der gegebenen Form. 
Die Invarianten zweiten Grades der darin enthaltenen Polaren gerader 
Ordnung sind Kovarianten (2m — 2Jc) teT Ordnung. Die Reihe dieser 
Kovarianten schliesst mit einer Kovariante zweiter Ordnung oder einer 
Invariante zweiten Grades ab, je nachdem die Ordnung m ungerade 
oder gerade ist. 

Anmerkung 1 . Jeder Form entspricht eine Reihe von 
Invarianten vierten Grades. Denn man hat nur die Invarianten 
zweiten Grades (vçrgl. § 12, il) der obigen Kovarianten gerader Ordnung 
zu betrachten, die bezüglich der gegebenen Form vierten Grades sind. 
Bei den Formen gerader Ordnung könnte es jedoch eintreten, dass die 
Invariante das Quadrat der Invariante zweiten Grades wird. So hat die 
kubische Form eine Kovariante von der Ordnung 2 . 3 — 4 = 2, nämlich 
(a 0 a 2 — a^x* + (a 0 a 8 — a t a 3 )xy + (a x a s — a/)y *, 
zu der die Invariante zweiten Grades gehört 

(«o a 2 tt i 2 ) (P'i Oo ^8 a i ) 

die bezüglich der Koefficienten der gegebenen Form vom vierten 

Grade ist. 

Anmerkung 2. Bildet man nach dem Theorem Nr. 4 für gerade 
h die Polaren 
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einer Form f(x , y) und aus diesen die Invarianten zweiten Grades, 
nämlich 

gy d*f / d*f \ 2 
do? dy 2 \a#.ay/ ; 

ay ay _ 4 _ay &f_ , «/ ay y 

a# 4 ay 4 dx d dy dxdy 3 va^ay 2 /’ 

dx 6 ay® dofidy dxdy 6 do^dy 2 dx 2 dy 4 \a# 3 ay 3 / ’ 

u. s. w., 

so erhält man ebensoviele Kovarianten der gegebenen Form. Die erste 
in der Reihe dieser Kovarianten, nämlich die Determinante 

ay _ay 

a# 2 a#ay 

ay ay 

a#ay ay 2 

heisst die Hessesche Determinante der Form /*, Hessian bei 
Sylvester (Cambr. and Dublin Math. Journal 6 pag. 186, 1851; 
vergl. Cayley, Phil. Trans. 1856, pag. 636 flg.), nach ihrem Ent- 
decker (Hesse in Crelle Journal 28 pag. 83). 

Beispiel. Die zweite Funktion in obiger Reihe liefert fur Formen 
fünfter Ordnung die Kovariante zweiter Ordnung, zweiten Grades 

(a 0 a A — 4 a x a 3 a 2 ) x 2 + 2 (a 0 a & — 3 a x a 4 +2 a 2 a 9 ) xy + (a x a b — 4 a 2 a 4 + 3 a 3 *) y 2 . 
5. Ersetzt man in einer Form /’(#, y) die Variabein #, y 

a a 

bezüglich durch —, — — und führt die hierdurch angedeute- 
ö ay’ dx e 

ten Operationen an einer beliebigen Form q> aus, so gilt für 

die durch lineare Substitution in F und 0 transformierten 

Formen f und (p die Beziehung 



14) x^pt + qri, y=p'l + <fih r = pgf—p’q. 

Beweis. Mit Hilfe der Formeln 

_a_ = _a_ a| a ^ 

dx dl dx dr\ dx ’ 
d ^ d dl a dr\ 
dy dl dy dy dy 
und der Werte für §, rj, nämlich 
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findet man 


15) 


T T 


d i ( , d , a\ 

-8-x = A p 8j- q n) 

3 1/8 d\ 

Dy r v 8ij ® d%) 


Zu gleichem Resultat gelangt man, wenn man in den Substitutions- 

3 d 

gleichungen 14) an Stelle von x, — ; an Stelle von y, — — ; an Stelle 

& 

1 ^ i ^ 

von : an Stelle von ^ treten lässt. 

1 r orj 1 11 r di 

Da nun durch das System 14) f(x,y) in F (i^rf) übergeht, so 
können die Variabein #, y, g, rj bezüglich in diesen Formen gleich- 
falls durch die Symbole — -JL ersetzt werden, so dass 

J 0y’ dx } rdrf r di 1 


f \dy ’ dxj^ \rdri 1 rdl /’ 


<dy dxj \r dr\ 
und, weil f homogen und m** r Ordnung ist, 

d_ 

<drj’ di 


16) 


F di -u) 


Diese Identität gilt, wenn man die Symbole — -, 


d d d 


und deren 


dx* dy' dV ÖV 

Produkte bezüglich auf eine beliebige Form <p (x, y) und ihre durch 
die Substitution 14) transformierte (5, rj) anwendet, wobei unter dem 
symbolischen Ausdruck 


immer 


0*+*qp 

zu verstehen ist. 

Anmerkung 1. Die Anwendung der Operation 

f (- 

' \dy' dxj 

auf die Form 

/■-= a 0 x m + « 1 ®“— 1 y + • •• 

selbst liefert für ein gerades m^2fi die Invariante zweiten Grades 


§ 15. Polarenbildung and verwandte Prozesse. 


169 


a 0 O 2 M - ( i ) Oi o 2iU _x + ( 2 2 *) «s «*/<-* - • • • (- 1>' ( 2 jf) «/.*• 

Dies beweist wieder, dass jede Form gerader Ordnung stets 
eine Invariante zweiten Grades besitzt. Bei ungeradem m da- 
gegen zerstören sich die einzelnen Glieder der nach obigem Prozess 
behandelten Form. 

Operiert man an einer Kovariante qp,.so entsteht schliesslich wieder 
eine Koyariante, aus der auf gleiche Weise eine neue Kovariante ge- 
bildet werden kann, so dass man mit Hilfe des angegebenen Prozesses 
die Reihe der zu einer Form gehörigen Kovarianten bis ins Unendliche 
erweitern kann. Ersetzt man ferner in einer Kovariante qp der 

3 3 

Form f die Variabein x , y bezüglich durch —, — — und wendet 

3y 3x 

diese Operation auf eine andere Kovariante ÿ derselben Form 
f an, so erhält man eine neue Kovariante % der Form f. Damit 
jedoch die in der Operation angedeuteten Differentiationen ausführbar 
seien, muss höherer Ordnung sein als qp. Die Differenz beider 
Ordnungen giebt die Ordnung der resultierenden Kovariante %. Ge- 
hören also zu einer Form Kovarianten, deren Ordnungen auf- 
einanderfolgende ganze Zahlen sind, so hat diese Form stets 
eine lineare Kovariante. Bei der kubischen Form, die eine qua- 
dratische und kubische Kovariante besitzt, liefert der angegebene Prozess 
eine . Kovariante Null, bei der Form fünfter Ordnung, die ebenfalls 
eine quadratische und kubische Kovariante besitzt, ergiebt die Opera- 
tion eine lineare Kovariante fünften Grades. 

Beispiele. I. Ist f bezüglich von der vierten und sechsten 
Ordnung, so liefert der Prozess 



bezüglich die Invarianten zweiten Grades 

a 0 a 4 — 4a 1 a 8 + 3a 2 2 , 
a o a 6""6o 1 a 6 + 15a 2 a 4 — 10a 8 2 . 

II. Ersetzt man in der Kovariante zweiter Ordnung, zweiten 
Grades der Form fünfter Ordnung die Variabein y bezüglich durch 

— 7 ^-, so lautet dieselbe 
3yr 3X 1 

3 2 02 

(«o«4 ~ 4a i a s + 3a* 2 ) Y y% - (a 0 «5 - 3a 1 a 4 + 2a*a 8 ) • + 

3 2 

+ (®i a 5 — 4a 2 a 4 + 30g 2 ) 



I 
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Wendet .man die hierin angedeuteten Operationen auf die Form 
fünfter Ordnung %x h -\- ha^y + ... selbst an, so erhält man die Ko- 
variante 

(« 0 a 4 - 4a x ö 8 + 3a 2 2 ) (a^x?- f- 3a s x*y + 3 a 4 a;y* + a 6 f) — 

— (a 0 « 5 — 3aj a 4 + 2a 2 a 3 ) (e^ar* + 3 a^y + 3 a 3 a;y* + a 4 y*) + 

+ (fli a b — 4 a Y <z 4 + 3a s *) (« 0 x 8 + 3«^*«/ + 3a 2 £cy* + 


die bis auf den Zahlenfaktor — 3 identisch ist mit der Kovariante, 
deren Verschwinden den kanonischen Ausdruck der Form fünfter Ord- 
nung liefert [vergl. § 8,3, 28) und § 15,3, III]. 

Anmerkung 2. Eine andere Auffassung des Prozesses dieser 
Nr. 5 wird in dem Paragraphen 19 über simultane Formen gegeben 
werden. 

6. Ersetzt man in einer Form f(x,y) die Variabein x , y 
bezüglich durch 

dtp (x, y) dtp (x, y) 
dy ’ dx ’ 


wo <p eine beliebige Form ist, so gilt für die durch lineare 
Substitution in F , 0 transformierten Formen /*, <p die Be- 
ziehung: 



wo 

18) x=p£ + qr), y^tft + qfn, r=pq’—p'q. 

Denn aus den Gleichungen 



3 (p 

1 / 

,80 

,80 

/v' 

3x 

r \ 

? dq 

~ q dl 

3<p 

1/ 

80 

8$ 

, dy~ 

r\ 

Pdq' 

- q dt 






welche aus den Gleichungen 15) in Nr. 5 folgen, geht durch Verglei- 
chung -mit 18) hervor, dass man in f(x,y) und F(£,rj) die Variabein 
x , 2 /, bezüglich £, 17 , und deren Potenzen und Produkte nicht nur durch 

die symbolischen Potenzen und Produkte von 7 — u. s. w., wie in 
J dy ’ 

Nr. 5, sondern auch durch die wirklichen Potenzen und Produkte 

bezüglich von 

3<p d(p 1 30 1 30 

3y ’ 3x ’ r 3r\ 9 r 3% 


ersetzen kann, um eine Gleichung zu erhalten: 
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'G£-SD-'( 


10® 1 0® 


)• 


<3 y 1 3xJ \r 3 rj ’ r 3% 

welche sogleich in 17) übergeht. 

Ersetzt man in einer Kovarijante von f (oder in der 

3 w 3 w 

Form f selbst) die Yariabeln x , y , bezüglich dnrch 

wo auch <p eine Kovariante von f 9 so erhält man wieder eine 
Kovariante von f. 

Beispiel. Ersetzt man in 

f= + 2 Otxy + a^y 2 

« 

die Yariabeln bezüglich dnrch 

x*f 


dy 


^^x + a^y, 


y), 

so erhält man 

(a 0 Og -«!*)./•, 

also das Produkt von f in die Invariante dieser Form. 
7. Ist J eine Invariante der Form 


„ . m \ / . 
f=a 0 # m + J a 1 x m — 1 y + ... 1 

so liefert die Operation 

(â, ir ~à, !r ~‘ x+ Â, !r ~ ,x, -") lj . 

eine Kovariante der Form /*. Diese Kovariante heisst Evek- 
tante von die erzeugende Operation der Evektor (vergl. 
Cayley, Phil. Trans. 1856, pag. 637). 

Beweis. Sind die beiden Systeme von Yariabeln x 9 y und oi, t f 
kogredient, d. h. bestehen die Gleichungen 

y^p'è+q'n, y'-p't'+dn', 

so hat man identisch 

f( x iy)-^^( x ^—^y) m=: F(^,ri) + X'(irf- 1 
wo X ein willkürlicher Parameter ist und X' = (j)(/ — p'q) m X. Daraus 
entwickelt man 

21) (o 0 +Ay'” , )a? n +^(ü[ 1 — Xf/^ l xT)x^^+(^ya a +Xtf m -y^xi n - i y s +...= 

-=( 4 >+*Y m ) S m +( 7 )(- 4 i--‘ *W m - 1 P) ï*- 1 v+($)(A+Vv' n ^* D F-V+- 
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Um eine beliebige Invariante dieser Form zu bilden, ersetze man 
in den Invarianten J der Form /*(#, y) die Koefficienten a 0 , a 1? a 2 , ... 
bezüglich durch 

«0 + a 1 — Xÿ m - 1 3^, a 2 + Xi/ m ~ 2 af 2 , ... 
und entwickle nach steigenden Potenzen von X. Diese Entwicklung 
ergiebt 

J+ X {da» ^ _ U^ m ~ ‘ ' ** + - • • •) J + ■ ■ • ■ » 

was nach der bekannten Eigenschaft der Invarianten bis auf eine 
Potenz von r = ptf—p*q gleich dem entsprechenden, aus der rechten 
Seite von 21) gebildeten Ausdruck ist. Man hat also identisch 

22 ) Ä m ) + n ,m - ^ n' m - 1 Z+ ..)j(ä)+...= 

= rf 1 | J (® 0 , j . .-j ®m) + X j — y m m lx ’ • ) ^(®) • ••} • 


Da nun 
so ist 


/ (J.) =r^ (a), A^r^A, 


aJ 


n 


fm 


0 


— r> ,m -~ 1 ä , 4- = r/“ — ™ — I 


woraus folgt, dass diese Funktion eine Kovariante ist. Dies ist aber 
der Satz 7. für k= 1. Durch Vergleichung der Koefficienten der k ten 
Potenz von X in Gleichung 22) ergiebt sich ebenso der allgemeine Satz 7. 

Beispiele. I. Aus der zur kubischen Form 

f == a 0 x s + 3a 1 x 2 y + 3 a 2 xy 2 + a 3 y 3 
gehörigen Invariante vierten Grades 

J = a 0 2 a s 2 + 4 a 0 a 2 3 + 4a 1 3 a 3 — 
bildet man durch die Operation 


(- 

W 0 


8 . 2 « 2 
y*-^y 2a; + 




da 


yx s - 


2 


aa. 


ar 


■) 


bis auf den Zahlenfaktor — y die Kovariante dritter Ordnung, dritten 
Grades 


' 

X 3 

a?y 

xy 2 

y 3 


+ V a 3 

+ 3 a^ög 

3a 0 a 2 ög 

— % a s 

Q= 

3 Q/q öj öfg 

— 6a 0 a ä * 


+ 3«!^ «3 


+ 2«^ 

+ 3flr 1 *< r 2 

— 3a t a^ 2 

— 2 »ss* 



§ 15. Polarenbildung und verwandte Prozesse. 


173 


II. Aus der zur Form fünfter Ordnung gehörigen Invariante vierten 
Grades bildet man durch den angezeigten Prozess die Kovariante 
fünfter Ordnung, dritten Grades (siehe die Tabellen). 

Anmerkung. Da zu jeder Form eine Invariante vierten Grades 
gehört, so besitzt eine Form auch stets eine Kovariante gleicher Ord- 
nung wie die Form und dritten Grades, bei geradem m eine reducieble. 
Da ferner jede Form gerader Ordnung 2 m eine Invariante (m+l) 4611 Gra- 
des besitzt, wie aus der folgenden Nr. 8 hervorgeht, so gehört einer 
solchen Form stets eine Kovariante 2m ter Ordnung und m ten Grades an. 

8. Cayley (Grelle Journal 54 pag. 48) hat eine Methode an- 
gegeben, um allgemein die kanonische Form einer Form gerader 
Ordnung zu bestimmen.* 

Sei 

23) f(x, y ) = a 0 x tm + ')a 1 x* m ~ 1 y + ... 

die gegebene Form, die auf den kanonischen Ausdruck 

24) b x (x + «i y)* m + b 2 (x + a 2 y) 2 m + . . . + b m (x + a m y) 

+ fi T(x + a x y ) . . . ( x + cc m y) 



gebracht werden soll, wo T eine Kovariante m ter Ordnung der Form 
m tt>T Ordnung 

25) (; x+ a x y) (x + cc 2 y) ...(x + cc^y) = ^ Cl x m ~ 1 y + ... 

ist. Die 2m +1 Unbekannten 

b ^ , b 2 , • • • , bffi , ßj , ffg , . . . , ciffiy fi , 


deren Anzahl mit der Zahl der Koefficienten der gegebenen Form 
übereinstimmt ; werden mit Hilfe des folgenden Satzes bestimmt: 

Wendet man die Operation 


d m 
C °dy™ 

auf eines der Binome 



m\ d m 

,1 /Sy»-i0. + — 


bi (x + cciy) 2m 

an, so ergiebt das Resultat Null. Denn man findet nach Aus- 
führung des Prozesses 26) 

27) [c 0 &t m - (7) Ci «i™- 1 + ( 2 ) h (x + «,-t/) m , 


was nach 25) verschwindet. 


* Vergleiche die Bemerkung am Schlüsse des Abschnittes über kanonische 
Formen, pag. 102. 
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Es soll nun vorausgesetzt werden, dass die Kovariante T so be- 
schaffen sei, dass nach Anwendung der Operation 26) auf 

T(x + ^y) (x + cc 2 y ) . . . (x + tt m y) 
das Resultat dem Produkt 

i 

( x “f" •• • (x “f” cc m y) 

selbst proportional sei. Führt man unter dieser Voraussetzung die 
Operation 26) auf beiden Seiten der Identität 


( m 

™)a 1 x Sm - 1 y+...=^? i b i (x+a i y)* m +iiT(x+a 1 y)...(x+a m y ) 
7 1 

aus und berücksichtigt den oben ausgesprochenen Satz, wonach das 
erste Glied der rechten Seite nach Ausführung der Operation ver- 
schwindet, so ergiebt sich durch Gleichsetzung der Koefficienten das 
folgende System von Bedingungsgleichungen: 


28) 


29) 


• 

C 0 Om 

-0 

<\a m — i 

+( 

m\ 

2 ) C%M m — 2 

• 

• 

II 


(m\ 

l i ) 

Cj d m 

+( 

m\ 

2 J c 2 M m — i . 

çj 1 

II 

• 

• 

< 

('Q^m 

+*-(”) 


+( 

m\ 

2 1 ^2®”» 

« . A C 2 


Cq(Ï2î 

-(?) 

C-yO/^m — 1 

+( 

m\ 

2 ) — 2 • 

** 

II 

• 

• 

durch Elimination 

von c 0 , 

C U 

..., c m die Gleichung folgt 

a o 


«i 

a 2 


• • • • 

d m Â 







i 



«X 



«8 


**• a ”‘ + (m 

VI 

r 


• 

m 

• • • • 

• • 

• • 
X 

\ i 

• • • • • 

» 

/ 

• « • 


a m - 

-2 

0>m — 1 

0>m + ■ 

j 

r m\ 

• • • • 

Mim— 2 




. i 

\ 

v.2/ 




Om- 

-1 

«m ± / s 

(Y) 

Mm-\-l 


• • • • 

Mim — 1 


M m 4* Ä 

d&m + l 

Mm - |-2 


• • • • 

Mim 



Aus 28) ergiebt sich dann zu jeder Wurzel l von 29) eine zu- 
gehörige Form (25). Die Kovariante T muss in den einzelnen 
Fällen aus der für T gemachten Voraussetzung, die zu nur linearen 
Bedingungen für deren Koefficienten führt, bestimmt werden, wobei 
sie sich als im allgemeinen vom Grade 2m +1 ergiebt. 
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Anmerkung. Die Gleichung (m + l) ten Grades 29) hat die be- 
merkenswerte Eigenschaft, dass alle ihre Koefficienten Invarianten sind. 
Für den Ausdruck (m + l)* 611 Grades, der aus der linken Seite von 29) 
vermöge A*=0 hervorgeht, erkennt man dies unmittelbar daran, dass 
für A = 0, d. h. (i = 0 sich f als Summe von m(2m) ten Potenzen dar- 
stellen lässt, was eine Invariantenrelation erfordert. Dieser Ausdruck 
(m + l) ten Grades ist die in der Anmerkung zu Nr. 7 gemeinte Invariante 
( m + l) ten Grades. 

Beispiele. I. Es soll der kanonische Ausdruck der Form sechster 
Ordnung aufgestellt werden. Derselbe lautet in allgemeiner Form 

b x (x+^yf + bz (x + a a y) e +b a (x+a a y) e +[iT(x+a l y) (x+c^y) (x+a a y), 
wo T eine Kovariante dritter Ordnung der Form 

<P = (« + cc x y) (x + a 2 ÿ) (x + a a y) — c 0 z® + 3^*2/ + 3 c^xtf + c a f 

ist und zwar die in Nr. 7 Beispiel 1 aufgestellte Kovariante Ç* Um 
diese Eigenschaft von Q nachzuweisen, genügt es, dieselbe an der 
kanonischen Form von qp zu verifizieren, da sie von linearer Trans- 
formation unabhängig sein muss. Die kanonische Form für qp ist 

qp = w s + v 3 , 

und die zugehörige Kovariante Ç, nach Nr. 7, Beispiel I: 

Q = u s — 

<pQ = u 6 — v 6 . 


also 

Der Prozess 26) wird zu 


und man hat 


i 8 

dv 3 


a 3 

aw 3 ’ 


das heisst 


12° («* + v»), 

womit bewiesen ist, dass T=Q wird. Man hat sodann aus 29) 


«0 

«i 


% 

Ö&3 4 





,.X 



«1 

«8 

X 

»3 + 3 

«4 

”0, 


«8 — 

3 

«4 

«5 


a 8 + A 

«4 


«5 

«6 



und alsdann 28) zur Bestimmung von qp. 

* Für diese Form f rührt der obige kanonische Ausdruck schon von Sylvester 
her, Cambr. and Dublin Math. Journal VI und Phil. Magaz. 1851. Vergl. auch 
Salmon, Vorlesungen zur Einführung u. s. w., Nr. 132. 


176 
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II. Es soll der kanonische Ausdruck der Form vierter Ordnung f 
aufgestellt werden. Derselbe lautet in allgemeiner Form 

f= \ (x + y) 4 + & 2 + a 2 ?/) 4 + 6#^ (^ + «i y) 2 (p° + a 2 y) 2 * 

Wendet man nämlich auf diese Identität die Operation 

a 2 0 a 2 , a 2 

-2^ ^r.+c 


'°dy 


2 


a#ay 1 ~ 2 ay 


,2 


an, wo 


tp = (x + a 1 y)(x + a 2 y)==c 0 x 2 +2c 1 xy + c 2 y 2 , 

so geht aus dem Glied 

6ftqp 2 = 6 pu (x + a x y) 2 (x + a 2 y) 2 
hervor. 96 (c^c^ — q 2 ) . fi . 9. 

Setzt man nun - 

8 (^0^2 — Ci 2 ) . ^ A, 

so liefert die angegebene Operation das folgende System von Bedin- 
gungsgleichungen 

C()«2 ä Cj l ^ ^0 ) 

C 0 «3 2 ^ 0 ^ + ^2 «1 ^ ^ ^1 y 

^0«4 ög -f“ C2 üg — ACg j 

woraus durch Elimination von c 0 , ^ die Gleichung folgt 


a 


a , 


0 
«1 

öfg A öj 


— A 


«2+2 a 3 


a. 


= 0, 


in Übereinstimmung mit § 9 , 1. 


§ 16. Die Kovarianten als Funktionen der Wurzeln. 

1 . Eine Kovariante tp p ten Grades genügt ausser den beiden par- 
tiellen Differentialgleichungen 

d<P , dtp 


i) 


a, 


a 


°aa 1 

a cp 


+ 2a x 


a<& 


, , dtp d<p 

+ • • • + Wöm- 1 7 = y wz; 

da m dx 


m 


a — 1 


+ 2 1 


a 9 


a — 2 


-f- . . . -j- IWöfj 


09 09 


a a. 


x 


dy 


auch den für alle Funktionen <p. der Koefficienten , die als Funktionen 
der Wurzeln dargestellt sind, gütigen Gleichungen (§ 11 , 2 , Anmerkung 2 ) 

« m 

dtp n dtp dtp dtp 

1 +. . + tna m -i ~ - = - 

2 QQ m 1 

m 

dtp , , dtp 


2 ) 


a, 


a 


°da x 

a tp 


+ 2 a x 


da 


^*a«*’ 


m 


— 1 


+ 2 Qm — 1 


a — 2 




da, 


0 


’V 2 d <P 


a«* 


($1 *=■ + CC 2 + . . . + tf m ). 

Daraus ergiebt sich die folgende Form des Systems 1): 
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3) 


4 ) 


nt 


dccjt 


+y 


8x 


0, 


m 


1 


da k 8y 

Dies sind die partiellen Differentialgleichungen, denen die Kovarianten 
genügen, wenn sie als Funktionen der Wurzeln a x , a 2 , ..., a m auftreten. 

Beispiel. Betrachten wir die Kovariante 

<p *= V 2 ( a i - «»)* (* - «s y)* ■ • • ( x — a «> yf- 

m 

Für ein Glied derselben 

<p' = ö 0 * (a t — a 2 y (x — a s y) a ...(x — etm yf 
gelten die Gleichungen 

8 q) f 
1 8 a x 


cc 


+ayl~ = 2a 0 2 (a t + <**) (a t - a g )* (x - a» y)* . . . {x — a m yf, 


8 a« 


m 


*** g ^ 8 y ^^0 (®3 H” • • • H” &rn) (& i ^ 2 ) V) * * ‘ 0^ &my) j 

3 ^ 

daher 


da* dy 

= 2a 0 2 (« x + « 2 + ... + a m ) (cc t — a 2 ) 2 (<r — a 8 y) 2 . . . (x — a m y) 2 = 2s x . 9', 

und da dieses für jedes Glied von <p gilt und p = 2 ist, so hat man 
identisch 

rn 

2 “** äfi dy - - 2«!?» - 2 Sj 9 «= 0. 

2. Anwendung. Es sei 

5) fO, y) 

eine Form wi ter Ordnung und 

9\> (*»*)> (*>*)» •••, 'P* 0, !/) 

Kovarianten der Form /*, v ter Ordnung, p ten Grades. Setzt man nun 

6) y> (a) = ** ?> 0 (a;, l) + ^- ! (®, 1) + ** -2 % («, 1) + . •• + ?>*(*, 1) 

und eliminiert x aus den beiden Gleichungen 

f( x , 1) = 0> ^ — 0, 

so findet man als Resultante 

7) 0 ( 0 ) = A o 0 * m + A + ... + A km , 

deren Koefficienten A A t1 ..., J.* m rationale ganze Funktionen 
der Koefficienten und Invarianten der gegebenen F orm f sind.* 

Betti, Annali di Mat., Ser. I, Bd. 1, pag. 129 (1858). 

Faä de Bruno, Theorie der binären Formen. 


12 
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Fünfter Abschnitt. Kovarianten. 


Beweis. Bezeichnet man durch y und / die Operationen 


~ 2da +ÿ dx’ V da 


x 


dy' 


da ' 9 dx' 
so gelten für q> die Relationen 

8) = 0, = 

aus denen man durch Anwendung der Operationen y und / auf 
^ (#)=(), wo z vermöge jp(z) = 0 von x abhängt, die Gleichungen ab- 


leitet 


dty 


y« = 0, 


d 


y t z-\-QS 1 il> = 0. 


dz a " ' 7 dz 

Wenn man nun voraussetzt, dass ip = 0 keine gleichen Wurzeln 

g i 

hat, so kann — nicht verschwinden, so dass also yz = 0, y f z = 0 sein 
muss. Aüs 0 (z) = 0 folgt dann aber, dass 

-^o 

A 

A 1 ' i A 

-“0 "0 

für alle Werte von z 1 für welche 0 (#) = (), d. h. dass 

Ai p. -^2 Akm r\ 

- ‘-0, y ~t= 0, y — A 0, 


L 0 


ÿtt l.J»— t + ... + yf^5_0 




Ao 
j A 2 


0, 


L o 


Ao 

/ Aj W(( 

r 

A 


=o, 


wodurch bewiesen ist, dass A 0 , A x , ..., Invarianten der Form f 
sind. — Dasselbe folgt auch daraus, dass if> ( z ) für jeden konstanten Wert 
von £ eine Kovariante von /*, die Resultante 0(z) daher für jeden Wert 
von z eine Invariante ist. 

3. Die Gleichungen 3) und 4) gelten auch für die Form f selbst. 
Man kann daher den Satz aussprechen: 

Für jede binäre Form 
9) f(x,y)=a 0 (x-a 1 y)(x-a i y)... 

gelten die Gleichungen 


10 ) 

11 ) 


"cj/y O I ^ !••• 


X 


dx da t 

di 

dx 


da, 


2 


*if+ a i ^r~ + V Ur 

ca x z da 2 


-f- • • • , 


wo 


^1 ^1 + "f” * • • 

Dies beweist man auch leicht direkt. Denn man hat die Relation 

df ..(*J . «J , kJ 


12 ) 


dy 

Nun ist identisch 


—4-OsL 

\x — a t 


— I 1 — 

y x — a t y x 


K 3 y 


+ 
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x 


a <f 


woraus 11) t 


x-a { y 


= «.•/■+ «. s -^ cc<f-a* êf 

m æ a m 


x-cciy 


da i 1 


n 


— — + « 2 + ...)/*+ a i + 


df 


dy 


da 1 


da, 


2 


während 10) ohne Weiteres sich ergiebt. 

Anmerkung. Ist <p eine Kovariante von /J deren Wurzeln ß u 
ß 2 , . .., seien und setzt man in 10) und 11) <p und ß an Stelle von f 
und a, so liefert eine Vergleichung von 3) und 10), bezüglich 4) und 
11) die Beziehungen 




V*«* 


2 




WO 

di 8=8 ßi “b ßs + • • • 


Beispiel. Es sei 

<P Ä a 0 * U Oi - a 2 ) 2 (x - a 3 y) 2 
die quadratische Kovariante der kubischen Form 

«o ( x - a iV) ( x - a *y) ( x - a *y), 
und seien ß u ß 2 die Wurzeln von qp = 0. Dann ist: 


d<p dfp dtp dtp dtp 

dßi d a i ^ a 2 da^ 

— 0*i + ft) 9 + ßi zUr + ß 


2 d VlS2 d Jt = a 2?V+ a 2 d <P 
dß 1 +h dß 2 ttl 


2 


da 


+ 


2 


+ «s* - 2 («! + «8 + «s) 9>- 

4, Der aus den Wurzeldifferenzen gebildete Ausdruck 

15) <p — o 0 ? -Efo — Og)** (og — a,) x * . . . (x — «jÿ) 1 * (x — . . ,, 

wo in jedem Term die sämtlichen Wurzeln, und zwar gleich 
oft, nämlich je p-mal Vorkommen, ist eine Kovariante der Form 

16) f-a^x-a^ix-a^y)... 

Beweis. Soll <p eine Kovariante sein, so ändert es sich durch 
die lineare Substitution 


x + qn, y =P f % + q f V 

nur um den Faktor r' 4 , wo ft der Index der Kovariante, r^ptf—p/q ist. 

Sind also A n Ag, ..., die Wurzeln der transformierten Form, A 0 
die Transformierte von a 0 , so muss die Identität bestehen 

12* 
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17) Af 2 (A* - A ä ) K ‘ (A, - A s )*i ...(|-A 1 ,)A (|-A 2 ^...= 

= Z fa — ßg)** (a 2 — a 3 ) x ’ ...(« — (x — a 2 y )** . . . 

Durch obige Substitution findet man aber 



g'a — g 

j) — «p f * 



«, — «i 

(p - «*p0 (p - «,p') ’ 


S - A # -ij = 


x — « t y 
p — «#' ’ 


wodurch die linke Seite von 17) die Form annimmt 

+ - - ji Q ç E(cc x — a 2 ) Xi (a 2 — a 3 )* 2 ... — (x — a 2 y)^... 

(p — «ijp f ) Xl Cp — %p f ) Xl • Op — <*&')** (p — «aP f )*• — (p — «ip' y 1 (p — « 2 p f )^ • ■ • 

Da nun die Wurzeln a 1? a 2 , ... in diesem Ausdruck alle auf der- 
selben Potenz, nämlich auf der p ten , eingehen, so treten auch die 
Faktoren 

p--«ip', p-<* 2 p\ ... 

im Nenner sämtlich auf der p 46 “ Potenz auf. Der Nenner wird jedoch 
durch den Faktor 


a ? = k (p - a iP’) (p - a iP') • ••} Q =f(j>,py 

im Zähler zerstört, so dass 17) identisch erfüllt wird. Damit ist der 
Satz bewiesen. Zugleich folgt x x + x 2 + . . . = fi. 

Anmerkung 1. Sind g^, o 2 , ..., bezüglich die höchsten Ex- 
ponenten der Wurzeln a u a 2 , ..., in dem Differenzenprodukt, so ist 
unter den obigen Voraussetzungen 

P = »! + ^! = CD 2 + A 2 = O s + A 3 = . . . 
und, wenn m die Anzahl der Wurzeln angiebt, 

wiq — g) x -f- co 2 ~\-,,.-{-X x -{-X 2 -\-,,. s =Eco-\-v 

oder 

Eœ = mç — v, 

wo v die Ordnung der Kovariante <p ist. 

Nun ist 

E o === 2 (x x + x 2 + . . .) = 2 y , 

wo fi der Index der Kovariante, woraus die bekannte Relation folgt 

f»“y (tnç — v). 

Anmerkung 2. Das Glied x v der Kovariante v ter Ordnung <p 
hat den Koefficienten 

G 0 =É («! - u 2 y-‘ (ßg - «„)*• . . . , 

der als symmetrische Funktion der Wurzeldifferenzen gleichzeitig eine 
Semiinvariante ist und als solche der partiellen Differentialgleichung 
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5. a) Ist m = 4p } also durch 4 teilbar, so hat man für ein 
gerades A die Kovariante 

g)=a 0 2 ^ («i~ « 2 )* («»— «J*- • y)\ . (x—a m y)\ 

deren Ordnung \ mk, deren Grad A ist. So hat z. B. die Form vierter 
Ordnung eine Kovariante vierter Ordnung, zweiten Grades; die Form 
achter Ordnung hat Kovarianten (4A) ter Ordnung, A * 611 Grades, z. B. 
achter Ordnung, zweiten Grades. 

b) Ist m = 4jp + 2 oder = 4j?, so sind Ausdrucke bez. von den 
Formen 

<p = Z («i~ « 2 y («2 “ a *Y' • • (« 2 p- (« 2 H -1 - a iY- ( x ~ l <* 2 p+ 2 y) 2X . • . (#- <* m y) n 

fa- cc 2 y (a 2 - cc 3 y . . . (cc 2p — i - a 2p y (a 2p - a^Y . (x- a 2p+1 y ) n . . . (x- a nt y) 2X 

ebenfalls Kovarianten von der Ordnung mk und dem Grad 2 k. Für 
m = 6 giebt es eine Kovariante zwölfter Ordnung, vierten Grades. 

c) Für Formen ungerader Ordnung hat man eine Kovariante von 
der Form 

<p = Z («! — « 2 )* («3 — a^y . . . (am - 2 — «m-i)* (x — <* m y) x , 

A ter Ordnung, A*®“ Grades. 

6 . Die Betrachtung der Kovarianten als Funktionen der Wurzeln 
einer Form gestattet eine bemerkenswerte Anwendung auf die Sturm- 
schen Reste. Sylvester* hat bemerkt, dass die Sturmschen Reste 
in der Form dargestellt werden können: 

$2 = Z (cC^ « 2 )* (x Ä 3 ) ( X CC ^ . . . ( X &rn) 

s 3 = a 0 A Z (a ± — cc 2 y (cc 2 — a 3 ) 2 (a 3 — a x ) 2 (x — orj (x — a 6 ) . . . {x — a m ) 

Sfc s= * 2 Z d (ttj, • • ■ y &k) (x (x &k- {- 2 ) • • • (x Mm)- 

Nun ist von Schramm** gefunden worden, dass diese Ausdrücke 
durch die folgenden Kovarianten ersetzt werden können: 

C % = a 0 * Z (« x - cc 2 ) 2 (x — cc 3 y) 2 (x — a 4 t /) 2 ...(x — cc m y ) 2 

C» 8=8 «o 4 £ («1 — « 2 ) 2 («1 — «s ) 2 ( a 2 — «s ) 2 ( X — a lVY ( X — «5 vY--- ( X — a myY 

Ck = a 0 2k ~ 2 Z 4 (a x , . . ., a *) 2 (a— a^iÿ) 2 *- 2 . (æ— a*+ 2 ÿ) 2 *“ 2 . . . (x- cc m y) 2k ~ 2 . 

Mit Hilfe dieser Kovarianten ist man also im Stande die Anzahl 
der realen und imaginären Wurzeln einer Gleichung zu bestimmen. ' 

a 

* Sylvester, Philos. Magaz. 1839; Sturm, Liouville Journal VII. 

** Annali di Mat., Ser. 2 , t. I, 1867. 
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§ 17. Besondere Eigenschaften der Kovarianten. 

1. Jede Invariante einer Kovariante von f ist auch eine 
Invariante von f. 

Sei 

1) ç> = c 0 a?' + ^c 1 Æ , ’- 1 ÿ + ... 

eine Kovariante von /*, J eine Invariante von cp. Bezeichnet man die 
durch die lineare Substitution 

2 ) ■ x=p% + qy, y=p'l-\-4n 

transformierte Form cp durch cp f und deren Koefficienten bezüglich 
durch d 11 ..., so hat man cp = cp\ und es unterscheidet sich die In- 
variante der transformierten Form cp f von der Invariante der ursprüng- 
lichen Form cp nur um eine Potenz der Substitutionsdeterminante 

so dass 

3) 

Sei weiter & die Kovariante cp der transformierten Form F, und 
C 0 , C u ..., deren Koefficienten. Da nun nach der Definition der Ko- 
varianten (§ 14) die Koefficienten C 0 , C 1} ... der Kovariante 0 bis 
auf eine Potenz von r gleich den entsprechenden Koefficienten c f 0 , ... 
von <p f sind, so wird, wenn man die Koefficienten von cp und 3>, 
Cq, ..., resp. C 0 , C n ... durch die Koefficienten der Formen f und 
F } a 0 , ..., resp. 4,, ... ausdrückt, noch die Gleichung 

4) J (Ä) = r^J (a) 

bestehen bleiben. Damit ist aber bewiesen, dass J auch eine Invariante 
von f ist. 

Anmerkung 1. Man kann auf dieselbe Art den allgemeineren 
Satz beweisen: 

Jede Kovariante einer Kovariante von f ist auch eine 
Kovariante der Form f. 

Anmerkung 2. Mit Hilfe des Satzes, dass jede Invariante einer 
Kovariante auch eine Invariante der Form ist, beweist man einen 
Satz von Eisenstein: 

Sei 

Q = C 0 a? + 3C 1 x i y + 3C i xy* + C s y 8 
die kubische Kovariante der kubischen Form (§ lö, 7 ), so ist 

2( CoCt-C*) CoO.-QC, 

C&-C& 2(C 1 C I> -<V) 


B'=- 
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R 


die Invariante von Q y die nach obigem Theorem auch eine Invariante 
der kubischen Form f sein muss. Nun besitzt aber die kubische Form 
als einzige Invariante die Diskriminante 

2 (a 0 a 2 — V) a 0 a 3 - a x a 2 

In der That hat man nach Eisenstein die Relation: 

JK f = JK S 

dR * a 0 2 a 9 — + 2a x 8 , 


und ferner 


Ç> = 


2 


da 


3 






j dB 

T da, 

dB 


= aofltjOj - 2o 0 Og 2 + a^a,, 


_1 

6 


dO! 

p 

3 2 da n 


= -a 0 a 8 a 3 + 2a 1 2 a 8 


«i a**, 


— a^a,* + 3^0,0, — 2a**. 


Vergleicht man überhaupt die Invarianten einer Kovariante mit den 
Invarianten der zugehörigen Form, so bemerkt man zahlreiche Rela- 
tionen zwischen den bezüglichen Koefficienten. Als weiteres Beispiel 
diene die Kovariante sechster Ordnung, dritten Grades der biquadrati- 
schen Form, die man etwa aus der dritten Polare der biquadratischen 
Form nach der Theorie der Formen dritter Ordnung herleiten kann: 

T= C 0 x 6 + 6C ± x 5 y + löCzXty* + 20C 3 x s y 3 + 15C 4 x*y* + 6C s xy 5 + C Ä , 
wo 

c 0 = a 0 *a s - 3a 0 a 1 a 2 + 2a! 8 , 

6C X = a 0 2 a 4 + 2a 0 a 1 a 3 — 9a 0 a 2 2 + 6a A 2 a 2 , 
15C f 2 «5a 0 a 1 a 4 — 15a 0 a 2 a 8 + 10 a 1 *a 3 , 

20C 3 = — 10 a 0 a 3 2 + lOa^a^ 

löC^ = — 5a 0 a 3 a 4 + 15a 1 a 2 a 4 — 10a A a 3 2 , 

6 C 6 = — a 0 a 4 2 — 2a! a 3 a 4 + 9a Ä 2 a A — 6a 2 a 3 2 , 


Cq = — a t a 4 2 + 3a 2 a 3 a 4 — 2a, 


3 


Man findet, dass die quadratische Invariante von T, 

C 0 C e - 6 C& + 15C 2 C 4 - 10C 3 2 - * (J, 3 - 27 J, 2 ), 
also gleich der Diskriminante der biquadratischen Form ist. 

2. Sind <p und ^ Kovarianten von /*, so ist die Funktional- 
determinante (Jacobische Determinante)* 


5 ) 


dq) 

dq> 

dx 



dÿ 

dx 



ebenfalls eine Kovariante von f. 
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Beweis. Vermöge der linearen Transformation 

6) x=*pt + qy, y^p'ï + tfy 

gehen <p und ^ bezüglich über in O und für welche die Identitäten 
bestehen 


7) <p = r*<p, 7 P =ri l 4> .(r=pq f —p'q). 

Daraus leitet man ab 



woraus folgt, dass 


8& 

8® 


dtp 

d q> 

n 

8y 


dx 

8y 

8W 

8W 

dtp 

8 rf> 

n 

dr\ 


dx 

8y 


Beispiele, a) Aus den Kovarianten der Form fünfter Ordnung 
(vergl. unten § 18,4 oder die Tabellen) 


9>2, 2 — C 0 X 2 + 2C x xy + C 2 y\ 

ç>8, s = D 0 x s + 3D ± x*y + 3 D % xy 2 + D s ÿ 3 , 


die bezüglich von der zweiten und dritten Ordnung, vom zweiten und 
dritten Orad sind, komponiert man die neue Kovariante dritter Ord- 
nung, fünften Grades: 

_ CqX + C^ CtX + CtU 

8,5 DqX* + 2 D x xy -J- Dgj/* D t x 2 -\-.2D s xy + D 3 y* 
b) Sind 

<Pl, 5 = + 

<Ps,i = C 0 x* + 2C t xy + C a y*, 


Kovarianten der Form fünfter Ordnung, bezüglich erster und zweiter 
Ordnung, fünften und zweiten Grades, so liefert die Funktionaldeter- 
minante eine ebenfalls lineare Kovariante siebenten Grades, nämlich 


9M- 


C 0 x + C t y O t x + C % y 
B 0 B x 
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c) Aus den Kovarianten der Form fünfter Ordnung 

+ B 1 y 1 
(pi,i = B' 0 x + B , 1 y i 

komponiert man die Invariante zwölften Grades 


<Po, 12 =* 


*0 B 1 
B' 0 B\ 


= - (C 0 B 2 - 2 C, B 0 B t + C % B 2 ) - 2 Jfl 


Anmerkung. Aus den Kovarianten einer Form cp,-,* und 
komponiert man durch Bildung der Funktionaldeterminante eine Ko- 
variante 

— 2, *4"* 

derselben Form. 

3. Die Determinante 


10 ) 


d 2 "f 

dl*f 

d 2n f 

dx 2n 

dx 2 * 1 — 1 dy 

doPdy* 

a 2 «/ 

&*f 

d 2 *f 

dx 2n ~‘ 1 dy 

dx 2n ~ 2 dy 2 

dxP— l dÿ* + 1 

• • • • 

d 2n f 

• • • • • 

d 2n f 

• • • • • • 

d 2 *f 

êx n ëy n 

dx n ~ t dy n + l 

"■ ëy 2n 


ist eine Kovariante von f. * 


Beweis. Man hat zu zeigen, dass die Determinante 0 
durch lineare Transformation 6) von f sich nur um eine 
Potenz von r ändert. Transformiert man nun f(x,y) und bildet 
die Ableitung 


d n f 


(i + Ä — n), 


so lässt sich dieselbe zunächst in der symbolischen Form darstellen 


3*f 

dgdri 


k 






was den folgenden Ausdruck ergiebt 





d n f 

dod n ~ 1 dy 


+ 


+ P 


(n) d H f 

%k dy n} 


wo die Pik von den Substitutionskonstanten p, p\ 4 abhängen. 
Ausgerechnet ergeben sich dieselben in der Form 
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12 ) 


Pik 

=piq k 


P'ik 

— (!)y - W + ( i) p { s* -1 i 


P"ik 

= (sJp’-W + (l) (l)l > ‘ — 1 «'+ (| 

S ^p i q k ~~ 2 q t2 

• • 

p(»— 2) 

-Lik 


• • • • 

~p{n — 1) 
r ik 

■= (t-li)j + (j * i)y*' ï2 ,i_i 


p(n) 

-Lik 




Bezeichnet man also durch P die Determinante 


13) 

• 

P= 

Pn, 0 P f n,0 

P»— 1,1 P^— 1,1 

• ••••* 

p(n) 

• • • -*• », 0 

p(») 

- 1 - n — 1,1 

• • • • 


P 


Po, n P 0, n 

p(») 

• • * x 0 ,» 


und durch IT die Determinante 


• 

i 

ffinf 

d 2n f 

d 2n f 


d 2 *f 

dl*dx n ~ l dy 

d 2 »f 

ag n ai/ n 

d*»f 

14)».ff= 

dlT-'dridx» di?~- x dridx n ~ 

~ l dy ••• a§ 

w “ 1 


• • • 

ë 2n f 

9 • • • •’ • 

d 2n f 

d 3 *f 


drf'dnf 1 

dr\ n dx n — 1 dy 

di 7* dy n 


so findet man nach der Multiplikationsregel der Determinanten mit 
Rücksicht auf 11) 

15) ' H=p.e. 

Die Transformierte von 0 


t 




d in f 

02 Y 

8 in f 

8%*" 

0g2»- 1 0 fl 

d% n di] n 

a 2 v 

8*»f 

8 in f 

d£ 2n ”~ 10^ 

0g2n~2 0, ? 2 

"■ ag— »aij- 

• • • • 

02 Y 

• • • • • 

8 ia f 

• • • • • 

a 2 v 

d% n dri n 

d% n - 1 dr) H + 1 



wird ebenso: 
17) 
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Man hat jetzt nur noch nachzuweisen, dass P eine Potenz 
von r ist.* Dividiert man zu dem Ende in P die Elemente der ersten 
Zeile durch p n 1 die Elemente der zweiten Zeile durch jp"“ 1 q u. s. w., die 

Elemente der letzten Zeile durch g*, und sondert den Faktor 2 ) 2 ) 

ab, so wird 



allgemein 

20 ) 




pq k 


Die Determinante Q enthält aber eine Potenz von r als 
Faktor. Subtrahiert man nämlich in Q immer von den Elementen 
einer Zeile die der vorhergehenden, so sind alle Zeilen, ausser der 

ersten, teilbar durch Denn es ist nach 1 1) P^l der Koefficient 

» pq / * 

TOn “ der Entwicklung TOn dlhf' (*+ fc==w )> d - h - nach 

einer früheren Bezeichnungsweise 

1 {( p è +i '^)’( î è +8 'Â)* / }( r iv 

dap^vdyt* \dy) 

also mit Berücksichtigung von 20) 


W- {(ïi+e Ji) ( 


,dx p 8y, 
& 1 


8x^ 




-V 

dy) 




f/l ±1 A Y {JL 4iV/|. 

dy) 'j 


* Der folgende Beweis würde sich etwas einfacher gestalten , indem man un- 
mittelbar nach weist, dass P den für eine Potenz von r charakteristischen Glei- 
chungen 24), 24a), § 14,8, genügt (d. Yerf. in Math. Ann. XVIII), 
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Danach bilde man: 

d> 1 




4) 


nl+p' 

* L\8a?~|» dy ) \da:~ y dy) 'J 


r/ 8 y _a y- 1 /j>_ ' a y+yi _ 

/ 2 y' [_ p dy) \cx q dy) J 

\dü) 


$ y 

d P 


U. 


4T 

r 


±,£± \ i ~ l (±+t±X( 

dx~*~pdy) \dx~r qdy) \ 


dx qdy) \dx pdy dx qdy 


>]- 


d* 


pq 

r 

pq 


(~) 

W 

df- 1 


_ [(1 ,1 AV-YA + 1 IV ( AVI 

f'\_ \dx~pdy) \dx~ qdy) \dy)'j 


(~) 

\dy) 


L_ iya , t ly- 1 / 

1 _\2x p dy) V 


1 i *L l xi 

,dx' q dy. 




Man hat also identisch 


21) 


nQ 0 ✓)(*) !) 

V,-,* V, fl“ pq^i - M 


So findet man beispielsweise mit Hilfe der Werte 

-=i, 

/of fi — 1\JP I fk -f- 1\ 0. 

1 )?+(. i )- q < 

0 „ • /i-l\/p'\ 2 ,/i-l\/k+l\P 4 ,/k+l 

2 )M+( ! )( ! )f i +( 2 


J J 


K 2 



die Differenzen 


Qh * — Qi— i, *-fi = 0, 

$ f £, * — Q f i— 1, *4-1 Ä 
* ■" Ç ff <— 1,*4-1 = 


J pq 

r 


pq 
r 


Q'i- 1, 


*> 


V *,* — V i-i,*4-i — • V £-i,*. 

Führt man die snccessiven Subtraktionen in 19) aus, so ver- 
schwinden alle Elemente der ersten Kolonne ausser dem ersten, das 
gleich 1 ist. Man hat also durch Unterdrückung der ersten Zeile und 
Kolonne für Q das Produkt 


•-G)’ 


1 

Q n — 1,0 • • • 

/)(» — l) 
Vn— 1, 0 



1 

Q n — 2, 1 ••• 

iH 

Tf 

Q> 

4 

r \ n 

- ) Q , u - s. W., 

• 

1 

• • • • • 

Q 0, n — 1 • • • 

an-l) 
Vo,«— i 




also 
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Q = (— ) 


Cf) 


woraus mit Rücksicht auf 18) folgt 

/n + U 

P=r ' * K 

Die Gleichung 17) liefert jetzt unmittelbar 

22) 

Also ist 0 eine Kovariante. 

Anmerkung 1. Ist m die Ordnung von f und gerade, so wird 
für 2w = m, 0 zu einer Invariante von f. Für eine Form f von gerader 
Ordnung wird also 0 die Invariante vom Grad \ m + 1 * die wir schon 
frühe* (§ 15) betrachtet haben. 

Beispiele. Wir betrachten den Fall n = 2. Man hat zu- 
nächst 

d d . , a 
dl P dx +P dy’ 


d d , a 
dri q dx + q dy' 


d 3 






+ 2 pp' 


dxdy 


+I f 


dt* r dx* 


d 3 


Ferner ist 


drf 


H= 


d 4 


dxdy 

d 4 


dy % 

d 4 


dl 3 die* 

g 4 


dl 3 dxdy 

d 4 


dl 3 dy 3 

g 4 ' 


dldtjdx 3 d£ dt) dxdy dldrjdy 3 
d* g 4 

dt} 3 dxdy 


/>4 

0 


drj 2 dx 2 


drj 2 dy 


2 


f~ 


n 


p 2 2 pp 1 p 

m p<J+p'a p'i 
q 2 2 qq r <l 2 


g 4 g 4 a 4 


g 4 g 4 g 4 

dx 4 dx s dy dx 3 dy 3 


giC 4 da?dy dx 3 dy 3 

d 4 d 4 g 4 


g 4 g 4 g 4 

dx*dy dx 3 dy 3 dxdy 8 

/=r 3 

os? dy dx 3 dy 3 dxdy * 

g 4 g 4 g 4 


g 4 g 4 g 4 

gx 2 g«/ 2 a* gÿ* g y 4 

. 

dx 2 dy 2 dx dy 8 dî/ 4 


f=r 3 0, 


u. s. w. 


* Katalektikante nach Sylvester. 
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a) Ist f vierter Ordnung, so hat man 



a 4 a 4 a 4 

ax 4 dtfdy dx i dy i 

a 4 a 4 . a 4 

dtfdy dx*dy 2 dxdtf 

a 4 a 4 a 4 

a^ay 3 ä*/ 4 



«0 

ßg ßg 
ötg ^4 



d. h. 0 ist die Invariante dritten Gradés der biquadratischen 
Form. 


b) Ist f fünfter Ordnung , so liefert 



a 4 


a 4 

dx 2 dy 2 

a 4 




a Q x + a t y a^ + c^y a 2 x + a z y 
a^ + a^y a 2 x + a 2 y a 2 x + a±y 
(hx + a s y a 8 x + a A y a^x + a^y 


— 9>*,s— i; 


d. h. 0 ist die Kovariante dritter Ordnung, dritten Grades 
der Form fünfter Ordnung. 

Setzt man diese Kovariante Null, so erhält man nichts anderes 
als die Gleichung, welche die kanonische Form fünfter Ordnung liefert. 
Um dies zu zeigen, rändert man die Determinante in folgender Weise: 



0 

0 


0 


«0 

«„X + Oiÿ 

a^ + a^y 

OgX + Ogÿ 


<h 


a^x + a^y 

« 8 X -f" u^y 


a t 

«2* + «S 3/ 

a^x + a^y 

«4* + a 6 y 


f 

— y*x yx s 

— X® 


1 0 0 

0 

«0 

Q>i 0>2 

«s 


x y 0 

a 

«i 

d 2 Öj 

«4 


0 x y 

0 

«2 

a z « 4 

«6 


0 0 x 

y 


Der erste Faktor der rechten Seite, =0 gesetzt, ist aber die frag- 
liche Gleichung (§ 8, 3, 28). 

Anmerkung 2. Hätte man zuerst gezeigt, dass die Katalektikante 
der Form 2n ter Ordnung 


a o 

ßj • • • 

a n 

a 1 

^2 • • • 

1 

&n- 1-1 

a n 

• • • 

% * 

&%n 
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eine Invariante ist (etwa durch den Schluss des § 15, letzte Nummer, 
Anmerkung), so würde daraus nach § 15, 4 offenbar sogleich folgen, 
dass die Form 0 dieses Paragraphen eine Kovariante ist, da sie als 
Katalektikante der 2 n ten Polare einer Form f aufgefasst werden kann. 
Dass übrigens alle Koefficienten der Gleichung (m + 1)*® Grades in A, 
welche zur kanonischen Form einer Form 2 m ter Ordnung führt (§ 15, 
letzte Nummer), Invarianten sind, lässt sich auf analoge Weise zeigen, 
wie es in diesem Paragraphen für die Funktion 0 geschehen ist. 

4. Sind 

<p (x, y) und ÿ (#, y) 

Kovarianten der Form" 

bezüglich von den Ordnungen v und v\ wo = — 2, und 

eliminiert man x aus den beiden Gleichungen 

23) ^ 1) — 0, 

<p £ X , 1 ) 


24) 


1 ) *’ 


so sind die Koefficienten der Resultante sämtlich Invarianten 
von f.* 

Beweis. Wir . gehen von dem System der beiden Gleichungen 
23) und 24), die wir zuerst homogen machen, 


25) 




o, 


aus, dem das folgende System äquivalent ist: 

d tl> 


26) 


e^~ + x.q>(x,y) = 0, 


Man kann also auch setzen 

— x.(p y.tp (ay — bx).<p 




dil> dty 




dy dx " dx ' dy 

ein Ausdruck, der von den Werten von a und b gänzlich unabhängig ist. 


* Dieser Satz ist eine Erweiterung eines Satzes von H ermite (Mémoire sur 
Téquation du 5. degré, Comptes Rendus 1865). Die obige Funktion ty ist bei 
Hermite f(x t 1) und die Kovariante (p ist also daselbst (m — 2) ter Ordnung. 
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Aus 26) geht nun durch die Substitution 

27) x=pt + qv> y^p't + dn, 

ein transformiertes System der Art hervor: 

8 7p 


28) 


oder 


g^-+w^)=°, 

filLT 




(at] - ß%) $ (g, rj) _ 


denn vermöge der Relationen 


dW , fl dW 

a n +ß t>v 


geht 28) über in 


0 0 , , 0 0 0 , , 0 
d$- ÿ dx+ V dy' dt}~ q dx + q dy' 

<P = r fl .tp, W=rP' .ty, r—pçf— p'q, 


29) 


I K 3 H +2 'H) +g -^- 9,(a: ’ y)=0> 

£ (* Ü +p 'lv) + v • = °’ 


oder 


(gy - g*)-p Yfi—fL'—i ( py -p x ) ■ y ^ - a -_i y? 
b 0V» , ,0V» *0*»’ 


q d -++</? + 

*dx dy 


dx 1 * dy dx 

d. h. nach 26) 

30) £ = r' u ~< a '“ 1 .£. 

Man sieht, dass die durch 24) definierte Funktion z die 
Eigenschaft hat, sich durch lineare Transformation nur um 
eine Potenz von r zu ändern. 

Stellt man nun die Resultante von 23), 24) in der Form dar 

r, _ SLOül 1 )! r, _ 9 C«B J. 1 )]...L_ 9 (<V. 1) 1 = n 

L ^(<*1, i)J L v»' (« 2 , i)J L v»' (<v, i)J * 

wo die « die Wurzeln von ^(#, 1) = 0 sind, und bezeichnet durch A 
die Diskriminante von ^ 

^ = !)•••» 

so hat man für z die Gleichung i/ ten Grades 

■®1 -r'—l i -®2 -v’_2 i i -®’ 1 ' 

+_-.^ +...+ - z 


31) 


0, 
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wo . . .,- JB v r ganze Funktionen der Eoeffîcienten der Form f 

sind (und zwar B x bekanntlich *=0) und die Diskriminante A eine 
Funktion der Invarianten von f ist. 

Ersetzt man in dieser Gleichung 31) z durch seinen Wert 30) 

z = r- x .£, 

wo A = — 1 ist, so entsteht die Gleichung 



-^1 fry * — 1 

A 


+ r i ^t y ~ 1 + ~ g *"- 8 + . . . + r vX 



Würde man fiie Gleichung für z direkt durch die Substitution 27) 
transformieren, so können die Koefficienten der Transformierten von 
den Koefficienten der Gleichung 32) nicht verschieden sein, woraus 
folgt, dass diese sämtlichen Koefficienten Invarianten der 
gegebenen Form f sind. 

Anmerkung. Für ^ = also v^m — 2, hat man den Satz 
von Her mite, der aber erst von tw=*5 an verwendbar wird, da für 
w<5 eine Kovariante <p von der Ordnung m — 2 nicht existiert. 

j 


§ 18. Anzahl der Grundformen einer gegebenen Form. 

« 

1. Nach den Sätzen des § 14 genügt es zur Bestimmung der 
Koefficienten einer Kovariante ausser ihrer Ordnung den ersten Koef- 
ficienten C 0 zu kennen, welcher der partiellen Differentialgleichung 


i) 


dC 0 0 dC 0 | Q dC 0 | , dC 0 

dC 0 = a Q + 2 a x +3«^ 7 ^- + •• • + WOm-i 


da t 


dO/% 


0 


genügt. Man nennt daher diesen Koefficienten C 0 den erzeugenden 
Koefficienten der Kovariante (leading coefficient nach Cayley, source 
du covariant bei den französischen Mathematikern). 

Derselbe ist eine Semiinvariante der gegebenen Form und kann 
durch folgende Betrachtung bestimmt werden (vergl. § 12): 

Man lege für C 0 die allgemeinste Funktion der Koefficienten 
vom Grade ç und vom Gewicht p = \ (mp — v) zu Grunde. 


a 


o? 


<h 


a 


Dann ist dC 0 eine Funktion der Koefficienten a 0 , a 19 ..., a m vom 
Grade ç und vom Gewicht p — 1. • Man hat nun die zunächst willkür- 
lichen Zahlenkoefficienten in der Funktion C 0 so zu bestimmen, dass 

2 ) ÖC 0 = 0 

wird. Die Anzahl jener ist gleich der Zahl der Glieder in O 0 , und 
die Zahl der Bedingungsgleichungen gleich der Zahl der Glieder in 
dC 0} so dass die Anzahl der willkürlichen Koefficienten, die unbestimmt 


Fa& de Bruno, Theorie der bin&ren Formen. 
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bleiben, gleich ist der Differenz der Gliederzahl von C$ und der Glieder- 
zahl von d C 0 . Da nun eine Kovariante durch ihren erzeugenden Koef- 
ficienten C 0 und ihre Ordnung v vollständig bestimmt ist, so giebt 
die fragliche Differenz die Anzahl der linear unabhängigen Kovarianten 
p ten Grades, v ter Ordnung der Form an. Wir haben also den Satz: 

Die Anzahl der linear unabhängigen Kovarianten v ter Ord- 
nung, p ten Grades, der Form m ter Ordnung ist gleich der Dif- 
ferenz der Gliederzahlen einer Funktion p ten Grades, v)* 6 “ 

Gewichts und einer Funktion p ten Grades, — v) — 1 } ten 

Gewichts * 

Nun ist aber nach den Sätzen des § 12 die Gliederzahl einer 
Funktion der Koefficienten a 0f a u ..., a m , p ten Grades, j? ten Gewichts 
gleich der Anzahl, die angiebt, wie oft eine Zahl p aus ç Zahlen der 
Reihe 0, 1, 2, 3, ..., m mit unbedingter Wiederholung additiv zu- 
sammengesetzt werden kann, die wiederum gleich ist dem Koefficienten 
von x p $ in der Entwicklung des Ausdrucks 

• 1 

(1 — z) (1 — xz) (1 — x 2 z ) ... (1 — x m z) 1 

d. h. gleich dem Koefficienten von x p in der Entwicklung des Ausdrucks 

(1 — (1 — ^+ 2 ) ... (1 — Æ m +?) 

(1 — x) (1— X 2 ) ,..(l — X Q ) 7 

oder von 

(1 — iW+ 1 ) (1 — atf+ 2 ) ... (1 — x$+ m ) 

(1 — x) (1 — x 2 ) . . . (1 — x m ) 

Also ist die Anzahl der linear unabhängigen Kovarianten 
v teT Ordnung, p ton Grades einer Form m ter Ordnung gleich der 
Differenz der Anzahlen, die bezüglich angeben, wie oft die 
Zahlen 

l r(mQ — v) und y (jnç — v) — l 

aus q Zahlen der Reihe 0, 1, 2, 3, ..., m mit unbedingter 
Wiederholung additiv zusammengesetzt werden können. 
Bezeichnen wir, wie früher, diese Zahlen bezüglich durch 

C{p,Q,m) und C(p — l,ç,m) 

und setzen wir zur Abkürzung 

0' 0> ?»*»)- CO* Qi m ) - O O- 1) Q> *0» 

so ist die Anzahl der linear unabhängigen Kovarianten v ieT Ordnung, 
p ten Grades einer Form m ter Ordnung 


* Cayley, Phil. Trans. 1866 pag. 107. 
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O' {H»»p-v),p,*w}. 

• 

Um die Gesamtzahl der Kovarianten vom Grade p von v = 0 bis zur 
höchst möglichen Ordnung v = mp za erhalten, unterscheide man zwei 
Fälle : 

I. mp gerade. 

Setzt man v der Reihe nach gleich 

0, 2, 4, ..., mp, 

so hat man 

C(r*nç) 

+ C(±mQ— 1) —ü{\mQ — 2) 


+ 0 ( 2 ) - 0 ( 1 ) 

+ 0(1) -0(0) 

+ 1 = 0(|- »»(>). 

Also ist die Anzahl der Kovarianten p*®“ Grades für ein gerades mp 

0{fm(>, p,w}. 

II. mp ungerade. 

Ist mp ungerade, so erhält man ähnlich die Anzahl aller Ko- 
varianten p ten Grades, indem man v=l, 3, 5, ..., mp setzt: 

Beide Formeln können in eine Formel vereinigt werden; denn für ein 
ungerades mp ist ein Bruch, wofür Gi^mç) verschwindet. Für 

ein gerades mp ist y (mp— 1) ein Bruch, so dass in diesem Falle 
(7{y(mp — 1)} verschwindet. Wir haben also den Satz: 

Die Anzahl der linear unabhängigen Kovarianten p ten Gra- 
des einer Form m ter Ordnung beträgt 

3) ' 0{f mQ,Q,m) +0{f (mp — 

Diese Kovarianten sind aber im allgemeinen noch reducibel und 
setzen sich aus Kovarianten niedrigeren Grades zusammen. Die An- 
zahl der irreducibeln Kovarianten bestimmen wir im folgenden nur 
an Beispielen. 

2. Beispiele, a) Für quadratische Formen ist die Anzahl 
der linear unabhängigen Kovarianten p ten Grades 

4) Cl.,.,a}-Ci.,2, kr { (!-»)(!-*■) }«< 

d. h. es giebt eine Kovariante ersten Grades, nämlich die 
* Form selbst, dem Faktor 1— x entsprechend, und zwei Ko- 
varianten zweiten Grades, nämlich die Invariante J von f 

13 * 
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(dem Faktor 1 — x 2 entsprechend) und die reducible Ko- 
variante, das Quadrat der quadratischen Fo'rm selbst. Für 
höhere q erhält man nur ganze Funktionen von f und J. 

b) Für Formen dritter Ordnung ist die Anzahl der linear un- 
abhängigen Kovarianten p ton Grades 

C {T’ 9 ’ 3 } + C{i(3<>_1) > 9 > 31 ' ' 

Zunächst berechnen wir C\ -|-(3p — 1); Q> 3}. 


Man hat 

C'{i(3p-l),9,3}=C{i(3p-l),3, <> } = 

_ J(1 — ^ , + 1 ) (1 — atf+ 2 ) (1 — I 

| (1 — #)(1 — *c*)(l — a?) Jxive- 1 ' 

oder, indem man x mit x 2 vertauscht: 

( 3 P — 1)> 3} “= J^_ a J^ 1 _ a 4^ 1 _ a;6 )j a .S ? — 

j x (x* + x* + #*) ) f x 1 J aH* | 

{(l-æ*) (l-# 4 ) (l-a^)Jx? | (l-a; 2 )(l-a^)(l— |(l-a^) 2 (l-rc 4 )ja:^ 

Nun ist identisch 

(1 - x*)* (1 - tf 1 *) , , , - 

(l-a: i ')(l-« 4 )(l-a^) _ ^ 1 + a: + 0( 1 + a * + a5 )> 

oder 

x __ x (1 + x 2 + xf) (1 + at + x?) 

(1 — x 2 ) (1 — xP) (1 — x 6 ) (1 — Æ 6 ) 2 (1 — x 12 ) 


Vernachlässigt man im Zähler alle Glieder, deren Exponenten nicht 
durch 3 teilbar sind, so kommt 


{(1— X 2 ) (1— Æ 4 ) (1 — X er ) ja; 8 V 
Man hat also 


x? + 2 # 9 




*“)}** ”{(i- 


x + 2 z* 




a^)|a5? 


Man findet ebenso den Wert von 3^: 

G {y ’ *» 3 } “ {(i-a^(i -**)}* 


Also wird nach 3) die gesuchte Anzahl der linear unabhängigen Ko- 
varianten q *** Grades einer kubischen Form: 
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1 — æ 6 1 

(1 — x) (1 — X 2 ) (1 — X S ) (1 — X?) J sfi 


Entsprechend den vier Faktoren 


1 — #, 1 — x*, 1 — æ 8 , 1 — Æ 4 

folgen zunächst vier irreducible Kovarianten bezüglich von den 
Graden 1, 2, 3, 4; nämlich 

1. die Kovariante ersten Grades oder die kubische Form 
selbst (/*)•, 

2. die Kovariante zweiten Grades und zweiter Ordnung 
(<P*,2 oder 

3. die Kovariante dritten Grades und dritter Ordnung 
% _ 

(93,3 oder Ç), Funktionaldeterminante von f\ z/; 

4. die Kovariante vierten Grades und nullter Ordnung, 
d. h. die Invariante, die zugleich Diskriminante ist 
(J oder jß). 

Die übrigen durch 4) angeführten Kovarianten sind redncible, 
nämlich 

für 0 = 2, ... 

für p = 3, ... / 8 , f. J y 

für p«4, ... f\ f 2 J y f.Q y z/ 2 ; 

ebenso werden für alle weiteren q nur Produkte von /, z/, Ç, R er- 
scheinen. Ferner sind diese vier irreducibeln Kovarianten wegen des 
Faktors 1 — xP, der den Koefficienten von x G in der Entwicklung von 
4) um 1 vermindert, durch eine Gleichung sechsten Grades ver- 
bunden; nämlich 

9)3, 3* “■ Jf 2 + 49)2, 2 S ■= 0, 

oder nach unserer späteren Bezeichnung (§ 20): 

6) Q 2 = -±4* + Rp, 

eine Formel, auf welcher die Auflösung der kubischen Gleichungen 
beruht. 


3. Für Formen vierter Ordnung ist die Anzahl der linear un- 
abhängigen Kovarianten Grades 

C(2q, Q) 4) + C { f (4«, -1), p, 4 } « C {2q, q, 4} = C { 2p, 4, q } - 
_ifiL — a»+ 1 ) (1 — a»+*) (1 — atf+s) (1 — a*+ 4 )) 

” (l-z)(l-a; 8 )(l-;r s )(l-a 4 ) Ja*“ 




x (1 + x + x 3 + x?) 


c) (1— x*) (1-- x 3 ) (1— æ 4 )}a* {(1— x) (1—x 3 ) (1— a? 8 ) (1— a^) 

Berücksichtigt man die Identität 
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1 1 -J- X “f" X 9 -f" x^ 

(i -x) (f- x a ) (i - Ä (r-^(i-^)(i-^) 

und vernachlässigt im Zähler die Glieder mit x und x 9 } so geht das 
erste Glied der rechten Seite über in: 

{ 1 _J_ /p4 \ ( J x 2 * 

(i - x*)* (i - o (i -x*))x*<r |(i — x ) 2 (t — x 2 ) (i — x 9 ) 
und man hat die Gleichung 

C { 2p, Q, 4 } = ^ ^ ^ • 

Nun ist aber der Zähler 

1 x I r ä 1 + a;8 , 1-a;6 (1- **)(!-*) 

X *- t -*- 1 + a . + (!_*»)> 

so dass 

7 ) C ^ 2<>,9,4,== {( 1 -a:)( 1 -a; i! )*( 1 -ic s ) 5 }^' 

Es giebt also zunächst fünf irreducible Kovarianten 
der Form vierter Ordnung, nämlich eine Kovariante ersten 
Grades; zwei Kovarianten zweiten Grades, zwei Kovarianten 
dritten Grades, den Faktoren des Nenners von 7) entsprechend. 

Die irreducible Kovariante ersten Grades ist vierter Ord- 
nung, nämlich die biquadratische Form selbst ( f ). 

Die eine Kovariante zweiten Grades ist nullter Ordnung, 
also eine Invariante ( J 2 oder -ji); die andere Kovariante zwei- 
ten Grades ist vierter Ordnung ( 9 ) 4,2 oder H). 

Die eine Kovariante dritten Grades ist nullter Ordnung, 
also eine Invariante («7g oder -|j); die andere Kovariante dritten 
Grades ist sechster Ordnung ( 9 ) 6,8 oder T), Funktionaldeterminante 
von fr H. 

Die Form vierter Ordnung besitzt also die Kovarianten 

f, H , T 

und die Invarianten 

Jg, Jg. 

Alle übrigen Kovarianten müssen aber ganze Funktionen der vor- 
stehenden fünf irreducibeln werden, weil die durch 7) gelieferte Ge- 
samtzahl der Kovarianten vom Grade q hierdurch schon erschöpft 
wird. Für p = 6 zeigt der Faktor (1 — xf) im Zähler von 7), dass 
diese fünf irreducibeln Kovarianten der biquadratischen Form (wie 
die irreducibeln Kovarianten der kubischen Form) durch eine Glei- 
chung sechsten Grades in den Koefficienten von f verbunden sind und 
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zwar kann, wie bei den kubischen Formen das Quadrat von Q } hier 
nur das Quadrat der ungeraden Form T durch die übrigen Formen aus- 
gedrückt werden. Diese Gleichung lautet: 

— ' 9>6, 3 2 = «Tg f 9 — <JP 4j 2 + 49? 4 j 2 8 , 

oder nach unserer späteren Bezeichnung (§ 20): 

8) T 2 = -(4JT 8 - + 


4. Für die Formen von höherer als vierter Ordnung ist dieser 
von Cayley (Second memoir on Quantics, Phil. Trans. 1855) her- 
rührende Weg, die Endlichkeit der Anzahl der irreducibeln Ko- 
varianten zu beweisen und diese Anzahl selbst zu ermitteln, von dem- 
selben weiter verfolgt worden, ohne indes damals zu befriedigenden 
Resultaten zu führen. Dagegen hat Gordan (Borchardts Joum. Bd. 69, 
1868) auf dem Weg symbolischer Darstellungsformen, in den im 

letzten Paragraphen dieses Buches noch eingefîihrt werden soll, die 

• 

Endlichkeit des Systems nachgewiesen und zugleich für die binären 
Formen fünfter und sechster Ordnung das System (23, bezüglich 26 
irreducible „Grundformen“) aufgestellt, später auch für die** Form 
siebenter Ordnung (Über das Formensystem binärer Formen, Leipzig, 
Teubner 1875). 

Es möge hier nach Gordan das System irreducibler Grundformen 
der Form f von der fünften Ordnung folgen. Die Bezeichnung f\ i , 
A , jET, T u. s. w. ist „Clebsch, Binäre Formen“ entnommen. Zur 
Abkürzung sei ferner die Funktionaldeterminante aus zwei Formen (p 
und ^ durch ( 9 , ifi) bezeichnet, und der Prozess (§ 15, ö), durch 
welchen in <p die Produkte der Potenzen der Variabein y durch 


die symbolischen Produkte der Potenzen von 


d 

dy' 


d_ 
dx ’ 


angewendet 


auf eine Form ersetzt werdçn> durch [ 9 , ^]* 

Als System der Grundformen kann (unter anderen) folgendes ge- 
nommen werden: 


1 ) 9)5,1 =/■; 

2) 9^2 = quadratische Invariante der vierten Polare von /*; 

3) Hessesche Form von f\ 

4) 9 ) 3,3 =j = [i, /*] = kubische Invariante der vierten Polare von /*; 

5 ) 9)5,3 — (/,*); 

6 ) = 

7) 9>o,4 = ^l = = <]; 

8 ) 9 ) 4,4 = 

9) 9>«,4 = (-S ,*); 


* 
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10) 

9>i,5 

-ft di 


11) 

9>*,5 

= (*, j); 


12) 

9>7,5 

= (j } H) oder auch 

die Form [i, T]; 

13) 

9)2,6 

= Hessesche Form 

von j = 9 *h, 3 ; 

’ 14) 

9)4,6 

=(*» 9 ) 4 , 4 ); 


15) 

9)1,7 

=(*» 9 ) 1 , 5 ); 


16) 

9)5,7 

= (/", 9 ) 2 , «) ; 


17) 

9 )0,8 

= Jg = quadratische 

Invariante von 94 , 4 ; 

18) 

9)2,8 

-(*» 9 ) 2 , 5 ); 


19) 

9)8,9 

=0'» 9 ) 2 , 6 ); 



20) ' 9i,u = (9>Mi9>i,6); 

21) 9o,i«= ^i2 = Discriminante von j oder ( 9 ) 1 , 5 , 91 , 7 ); 

22) 9)i,u= (9)1, 5, 9 >m) 5 

23) 9 * 0 , 1 $=* J±g = kubische Invariante von g> 4 } 6 oder statt dessen 

[ 92 , 8 , 9*i,o 2 ] oder Resultante von f und j . 

Man hat also die Tabelle: 


Anzahl. 

Ordnung. 

Grad. 

4 

0 

4, 8, 12, 18 

4 

1 

5, 7, 11, 13 

3 

2 

to 

** 

05 

00 

3 

3 

3, 5, 9 

2 

4 

4,6 

3 

5 

1,3,7 

2 

6 

2,4 

1 

7 

5 

1 

9 

3 


Der Gordansche Satz von de* Endlichkeit des Formensystems 
bildet den Fundamentalsatz für die höheren Entwicklungen der In- 
variantentheorie, für deren Studium wir auf das Buch von C leb sch 
und die letztgenannte Schrift von Gordan verweisen. 

Erst in neuester Zeit ist der Cayleysche Weg von neuem und 
mit Erfolg eingeschlagen worden. Sylvester hat in einer Reihe von 
Noten in den Comptes Rendus der Pariser Akademie von 1878 und 
1879 und im American Math. Journal Bd. 1 und 2, sowie in Borch. 
Journal Bd. 85, einen strengen Beweis der Formel 3) dieses Paragraphen, 
sowie eine solche Umformung der erzeugenden Funktion im allgemeinen 
Falle versucht, welche sogleich, wie für die Formen zweiter bis vier- 
ter Ordnung, durch ihre Faktoren die irreduciblen Kovarianten an- 
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zeigt. Auf diese Weise hat er die Anzahlen bis zu den Formen . 
zehnter Ordnung incl. bestimmt. Da aber diese Untersuchungen noch 
nicht abgeschlossen sind, können wir hier nur auf dieses weite Feld 
hinweisen. 


§ 19. Simultane Kovarianten. 

1. Seien 

1) q> (x, y) und i> (x, y) 

zwei Formen bezüglich von den Ordnungen m 1 und w 2; deren Koeffi- 
cienten bezüglich lauten 

®0) ®1J &o, fclj •••; fc%* 

Dieselben mögen durch die Substitution 

« 

2 ) x=>pt + qi], + 

bezüglich übergehen in 

3) <&(S, V) and 

Man bezeichnet nun als simultane Kovarianten von ç? 
und ^ solche ganze rationale Funktionen der Koefficienten 
und Variabein von <p und die bis auf eine Potenz der Sub- 
stitutionsdeterminante r=pq f —pfq denselben Wert annehmen, 
gleichviel, ob man sie für die ursprünglichen oder für die 
transformierten Formen bildet. Solche Bildungen genügen also 
der Gleichung: 

4) 0 ÇÂqj -4i j • • • 5 -®o , ?•••? = K ? > • • • 5 fco , fci , • • • 5 y)’ 

Ist nun v die Ordnung einer simultanen Kovariante von q> und ÿ, sind 
ferner p 2 bezüglich die Grade in Bezug auf die Koefficienten 

a 0 , a 1; ...; 6 0 , b lf ..., so wird der Index der Kovariante A durch 
die Formel gegeben 

5) A « -J_ (m^ + m 2 p 2 — v). 

Man findet ferner vermittelst der Substitution 

y^nn, 

dass die Gewichte der einzelnen Koefficienten einer simultanen Ko- 
variante die von A an aufsteigende Reihe natürlicher Zahlen bilden. 

Auch die Symmetrie der von den beiden Enden gleich weit ab- 
stehenden Glieder lässt sich für die simultanen Kovarianten mit Leich- 
tigkeit erweisen. 

. Endlich genügt jede simultane Kovariante 0 der Formen <p(x 7 y) 
und der partiellen Differentialgleichung 
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6 ) 


a 


o 


00 

da x 


00 


00 


+ 2a ^ + - + 6 o^ + 2 ^ 


2 


06 x 


00 

db t 


die wir abkürzend schreiben wollen: 


6 a) 


"-»B 



00 

0a;’ 


Vertauscht man die symmetrisch gelegenen Ko efficient en, so geht 6 a) 


über in 

v 



0 



Sind C 0t C X) ... die Koeffieienten der simultanen Kovariante 0, 
so hat man also: 


AC 0 = 0 

4C 0 

= vC ± 

JC 1 = C 0 

A'C, 

y—i 

1 

II 

A 4-2#! 

JC t 

~(v-2)C s 

d C v = v G Y — i 

1 • • 

J’C r - 

• • • • • 

.1 


A'Cy 

= 0. 


Jede simultane Kovariante ist demnach nach Feststellung der Ord- 
nung v durch ihren ersten Koeffieienten C 0 (resp. C v ) bestimmt. Der- 
selbe ist eine simultane Semiinvariante der ursprünglichen Formen. 
Die Beweise erfolgen genau wie im § 14. 

2. Die Funktionaldeterminante der beiden Formen 


nämlich 

9) 


<p(x,y) und ip(x,y), 

dtp dq> 
dx dy 
dÿ dif> 
dx dy 


ist eine simultane Kovariante der Formen q> und Denn zu- 
folge der Relationen 

d d , ' d d d , , d 
d£~ P dx +ï> dy 1 drj q dx + q dy 

hat man die Identität 


d0 d& 


d<p d<p 

n 

dy 

= r 

dx dy 

dW d'F 


dil> dty 

n 

dri 


dx dy 
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Die gleiche Eigenschaft hat jede symbolische Potenz der Funktional- 
determinante. Bedeute zur Abkürzung 

10 ) (<p,ip) 

die Funktionaldeterminante der Formen q> (z, y) und ÿ(x,y) } so ist 

11) O, «0* 

wenn man in diesem Ausdruck 

0 0 ^ 0 0 

als Symbol für 

dxfidy'' ez ' d& dy 1 


betrachtet, eine simultane Kovariante der Formen 9 und ÿ.* 
Diese Kovariante entsteht auch aus der fc * 611 Polare von 9 


dadurch, dass man die Potenzen und Produkte der Grössen rf, t/ durch 
die symbolischen Potenzen und Produkte der Grössen 


d_ 

dy 




ersetzt. Die hier gegebene Bildungsweise ist also für den Fall, dass 
9 und Kovarianten einer Form f sind, identisch mit dem in § 15, 
Nr. 5 gegebenen Prozess. 

Ist wo m t und die Ordnung bez. von 9 und ÿ, so wird 

12) (.<P,1>) tth = [<P,1>], 

m 

wo [ 9 , die im vorigen Paragraphen Nr. 4 so bezeichnete Form ist. 

Beispiele. I. Seien 

V = a 0 x 2 + 2a 1 xy + a 2 y 2 
— b 0 x 2 + 2\xy -f b 2 y 2 . 

Die Operation 

( . \ g # a 9 d 2 if> d 2 q p d 2 if> g d 2 g> d 2 il> 

kV)*) — dxdy dxdy • 

liefert die simultane Invariante 


a 0 b 2 — 2 a 1 6 1 + a 2 b 0 . 


* Cayley hat diese Funktion unter dem Namen Hyperdeterminante be- 
trachtet und aus ihr die Haupteigenschaften der Kovarianten abgeleitet. Eine 
andere symbolische Darstellung desselben Ausdrucks wird im letzten Paragraphen 
gegeben werden. 
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II. Für die kubischen Formen 

<p = + 3«!^ + 3a 2 ^y 2 + a s v* 

i> = Z> 0 # 8 + 3 b x x 2 y + 3 b 2 xy 2 + b 2 y 3 

liefert der Prozess (qp, i^) 3 die simultane Invariante 

3 (®1^2 ^2^l) ^8 V 

Die Operation (qp, ^) 2 liefert die simultane Kovariante 

Oo& 2 - 2 %&!+ «2 & 0 ) x2 + K 6 3“ « A“ *2 6 1+ «3 & o)^ + OA~ 2 ö 2 fe 2+ % 6 l) 

die für b = a in die quadratische Kovariante von qp (#, t/) übergeht. 

III. Wendet man auf die Formen vierter Ordnung qp und die 
Operation (qp, ^) 8 an, so findet man die simultane Kovariante 


/ #o& 8 3^62^ 

a s b 0 + 3a 2 bj 


x 2 + 


( «0^4-2% JA ,( 

V-«A+2«,V afy + V 


®A“f“ oa 2 b s \ 
a 4pi + 3a 3 6 2 / 



die für b = a verschwindet, was auch sein muss, da für eine Form 
vierter Ordnung keine quadratische Kovariante existiert. 

3. Eine andere wichtige Methode zur Bildung von Kovarianten 
besteht darin, dass man aus zwei gegebenen Formen qp und die 
beide von gleicher Ordnung vorausgesetzt werden, eine neue Funktion 

qp + &^ 

komponiert, wo k einen willkürlichen Parameter bedeutet. Ersetzt man 
dann in einer Kovariante œ der Form qp (#, y) die Koefficienten a v 
ör 2 , ... bezüglich durch 

a 0 + A& 0 ) ßi + Ä&u a%-\-kb 2 , ..., 

wo 6 0 , b 1} 6 2 , ... die Koefficienten der Form il>(%,y) bedeuten, so ist 
die so gebildete Funktion Sl eine simultane Kovariante der Formen qp 
und il>. Entwickelt man also «ö^nach Potenzen von Ä, so hat jeder 
Koefficient dieser Entwicklung die Invarianteneigenschaft. 

Es genügt insbesondere, den ersten Koefficienten dieser Ent- 
wicklung 


13) 


/, / \ 8(0 , , CCD , da 

Q( a, )' = ’^rK + ^rh + — h + -‘- 


() (Xt 


da ± 


da 2 2 


zu betrachten, da durch Wiederholung des Prozesses 0 (cö) die übrigen 
Koefficienten erhalten werden: 


Differentiiert man eine simultane Kovariante zwe'ier 
Formen q 0 und ^ von gleicher Ordnung nach den Koefficien- 
ten von qp und multipliziert je mit den entsprechenden Koeffi- 
cienten von ÿ, so ist das Resultat d(co) wieder eine simultane 
Kovariante von qp und 



§ 19. Simultane Kovarianten. 


205 


Beispiel. Sei 

cd = a 0 a 2 — a ^ 

die Invariante der Form 

<p = a 0 x * + 2 a t xy + c^y*, 

so ist die simultane Invariante der beiden quadratischen Formen 

9 = + 2<h x y + 

9^b 0 x 3 + 2b 1 xy + b 3 y > 

*=d(a>) = a< ) b i — 2a 1 b 1 + a i b 0 . 

In der That ist 

(a 0 p*+ 2a 1 pp'+a i p' r ) (b 0 q 3 + 2 b 1 qç(+ b t q n ) — 

- 2 [a^pq + a^p^+p'q) + a^p'q 1 ] \b 0 pq + b t ( pq ' +p'q) + b t p/q’] 

+ (KP* + 2b t pp'+ b 2 p ' s ) (a 0 q* + 2a 1 qq'+ a^*) — 

— Oo ; K - 2 a i h + <h fy>) • 

4. Unter den simultanen Formen zweier Formen <p, ^ von gleicher 
Ordnung zeichnen sich insbesondere diejenigen cd aus, für welche der 
Prozess 


14) 0 (cd) - 0 

liefert. Dieselben ändern sich nicht, wenn man die Form <p durch 
tp + Jcÿ ersetzt, so dass, wenn ft der Grad von cd(ç>, ^) in Bezug auf 
die Eoefficienten von <p: 


15) 


Sei ebenso 


16) 


CD ( XÇ> + ifi) = X?» . CD ( 9 , ^). 

Û,/ v 8® . d(0 

® y °) “ Äj" a o + tir a i + • • • Ä 0 ; 


db t 


alsdann hat man auch, wenn ft der Grad von o in Bezug auf die 
Eoefficienten von ifr. 


17) cd ( 9 , fcqp + v^) = i/^.G)(<p, ^). 
Macht man also hinter einander die Substitutionen: 

18) 9 / 4> r =^, 

19) 9 ffass 9 , î ^"=jt 9 >'+v^', 

d. h. 

20 ) 9 /'*= xqp + ^ f, = x f 9 > + AV; 


wenn man 




x 

X 7 




xA f — x f A 


x 


setzt, so erhält man nach einander 

CD f =* X 9 ' CD ; CD ,f ** CD f = (x — x r A)?* . x Qi 

Setzt man aber 20) aus den Substitutionen 




. CD, 
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18 a) 9/ = 9?, ty* = + AV; 

19 a) 9/'= ^9/ + 4 r ff = ilr) 

für 

A xA f — x'A 

v =x» * T~ 

zusammen , so folgt ebenso 

cn' f — (x A' — x* A)e» A f e* - & © , 

daher aus beiden Ausdrücken für o>", da die Grossen x, A, x f , A', ganz 
willkürlich sind 

Pl ™“ 02 “ P 

und 

21 ) m tf =* (x A f — x'A)? . co . 

Die Kovarianten co zweier Formen 9), ÿ von gleicher Ord- 
nung haben also, wenn 

0 ( cd ) = O , 0 f («>)=- 0 

sind, die Eigenschaft, dass sie sich nur um eine Potenz der 
Determinante 

xA'— x'A 

ändern, wenn man an Stelle der Formen 9?, ^ zwei beliebige 
lineare Funktionen derselben 

X9>-f A^, x f 9 > + AV 

zu Grunde legt. 

Solche Kovarianten sind in Bezug auf die beiden Formen ç? ; ^ 
von gleichem Grade. Sie werden Kombinanten von 9?, ^ genannt.* 
Ihre Eigenschaft auch in Bezug auf die Überführung von 9), ^ in be- 
liebige lineare Funktionen von 9), ÿ invariant zu sein, lässt sich auch 
so aussprechen: 

Die Kombinanten sind zugleich simùltane Invarianten 
der w +1 linearen Formen 

a*X+fcF(t — 0, 1, 2, ..., m), 

wo die a t -, bez. 6* die Koefficienten der Form w ter Ordnung <p 
bez. ^ sind. 

Hieraus folgt weiter, da irgend solche lineare Formen nur die 
Invarianten 

dibk — dk bi 

haben: die Koefficienten der Kombinanten sind ganze Funk- 
tionen der Grössen («*•&* — &*&*). 


* Cayley, 8. Memöir upon Quantics, Phil. Trans. 1866, Vol. 146, pag. 638. 


§19. Simultane Kovarianten. 


207 


Beispiel 1. Wir haben in § 6 , über die Eigenschaften der Re- 
sultante zweier binären Formen qp, Nr. 7, gezeigt, dass dieselbe 
eine simultane Invariante von qp und ^ ist. Aus § 6 , 8 folgt ferner, 
dass, wenn qp und ÿ von derselben Ordnung sind, die Resultante auch 
eine Kombinante von qp, ^ ist (vergl. die Bézoutsche Form § 5,13). 

Beispiel 2. Die Funktionaldeterminante (qp, zweier 
Formen w ter Ordnung qp, ist eine Kombinante von qp und 
Denn man bat 


s* «* 

- 

i _ i 

dg) dty 

dx dx • dy dy 


X K 


dx dx 



x 1 A' 


dg> dty 

dx dx dy dy 


• 

~dy dy 


5. Sind in Nr. 3 die beiden Formen qp und ÿ speziell: 

<p(x,y) und i> = (ÿ x -- od y) m , 

wo auch 9 vom Grade m, und wendet man nun den Prozess 6 (ra) auf 
eine Invariante a von <p(x,y) an, so erhält man offenbar die in § 15 
Nr. 7 als Evektante bezeichnete Form 


22 ) 


da 

da n 




1 m 


da 
da i x 




da 


z'*- 


’2 


die eine simultane Invariante von qp und ÿ ist, also auch eine Ko- 
variante von qp allein, wenn man beachtet, dass af } dieselbe lineare 
Transformation erleiden wie x , y. Man erhält auf diese Weise die 
Bildung von § 15 Nr. 7 als speziellen Fall der vorhergehenden Nr. 3. 

Ebenso kann der Prozess in Nr. 2 dieses Paragraphen als spe- 
zieller Fall des Prozesses 0(o) von Nr. 3 dieses Paragraphen auf- 
gefasst werden, so dass also der Prozess 0(o) in der That der fun- 
damentale ist. 

Man hat zu diesem Zweck nur die drei Formen 

23) | (j/x — x!yY, 

d . d 


( 




0 / 


) * 0 \ f) 


zu betrachten, cd nach den Koefficienten 

y rk , — t/*- 1 #', ... 

der zweiten Form zu differentiieren und mit den entsprechenden Koef- 
ficienten der dritten Form, die Jc teT Ordnung in #, y ist, zu multiplizieren, 
um im Resultat 0 (<d) eine Kovariante von qp und ÿ zu erhalten, die 
für od-=x : = y mit (qp, ^)* übereinstimmt. 
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6 . Zusammenstellung der simultanen Kovarianten zweier 
Formen zweiter, dritter und vierter Ordnung (die zweite Ko- 
lonne bezeichnet die Ordnung, die dritte bezüglich den Grad in den 
Koefficienten von <p und i>). 


I. Simultane Kovarianten zweier quadratischer Formen. 



1 ■“ ■ 'i 

1 1 

Grad 



Ordnung 1 

i 

! 

9 



D 

1 1 

0 

2 

0 

1 

Invariante von qp = (qp, qp ) 2 = D 

A 

0 

0 

2 j 

! Invariante von ^ = (^,^) 2 = z/ 

0 

0 

1 ■ 

1 

simultane Invariante = (qp, ^) 2 = 0 

9 

2 : 

1 

0 : 

i Form qp 


2 

0 

1 

Form ^ 

& 

2 

1 

1 

(9,9)’=» 


Auf diese Formen lassen sich alle übrigen zurückführen, z. B. das 
Quadrat von (qp, ^). In der That sei 

qp = a 0 x 2 + 2a 1 xy + a 2 y% = b 0 x 2 + 2 b x xy + & 2 y 2 , 

D = a 0 a 2 — a x 2 , 4=>b 0 b 2 — b 2 , d = a 0 b 2 — 2 % b x + <% b 0 

und die Funktionaldeterminante 

(<p,ip) = & = (a^ - ajt 0 ) x* + (a 0 b 2 — a 2 b 0 )zy + (a t b 2 — a 2 b^ y i . 


Dann kann man schreiben: 



°0 

a x 

a * 

1 

a 2 

— 2 a x 

«0 

# = 

h 

h 

b 2 

1 

2 

h 

-- 2b x 

.*0 


y * 

-xy 

* 2 


X 2 

2 xy 

y 2 


also, indem man diese beiden Ausdrücke Reihe für Reihe mit einander 
multipliziert: 

2 D 0 qp 

= — { D ^ 2 — Oil><p + dtp 2 } . 


24 ) 




6 24 ÿ 

qp 0 


Diese Formel bleibt natürlich auch unverändert giltig, wenn man zwei 
Formen qp, ^ von irgend welchen Ordnungen m x , m 2 zu Grunde legt 

1 d 2 (p 1 d 2 îl> 


und unter a t -, bi die Ausdrücke 
versteht 


m i ( m i“l) d% mi ~ i dy i ' t m 2 (m 2 — 1 ) caf li ~ i dy i 


II. Simultane Kovarianten zweier kubischer Formen, qp, ip. 

Die quadratischen Kovarianten der einzelnen Grundformen seien 
bezüglich durch 4, V; die kubischen durch Q ) K bezeichnet 
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» 

Ordnung 

» 

| Grad 

9 V» 


t 

R 0 

1 

4 

0 

Diskriminante von g> = R 

P 0 

0 

4 

I Diskriminante von if> = P 

: I 0 

1 

1 

1 

(9, ^) s = [9> ti . 

l! 0 

3 

1 

durch den Prozess 0(jß) 

o i 

2 

2 

0 {0(B)J = 0 2 (R) oder (J,v) ! 

0 

1 

3 ; 

0 8 GR) 

0 

i 

3 

■ 

3 

Determinante der drei ersten Ko- 
varianten zweiter Ordnung oder 
kubische Invariante von (g>, 

l 

2 

1 

1 


! 1 ' 

1 

2 , 

| 

(v> 9 )* = [v, 9J 

l 

2 

3 

0*, K)» = [d, K] 

, l 

i 

3 

2 

(v, Qf = [v, Q . 1 

, i s 

1 

4 

( 9 , V 2 ) 3 --=[9, V 2 J 

l ! 

4 

1 

[*, d*\ 

: i l 

3 

4 

[' Q , v 2 J* 

l 

ii 

4 

3 

[K, J*]* 

J 2 i 

2 

0 

Hessesche Form von = 

V j 2 

o 

2 

Hessesche Form von ^ = V 

H 2 

l 

1 . 

( 9 , tr =- s 

; 2 

2 

2 

(J, v) 

2 

3 

1 


2 

1 

3 

(v»-*0 

9> 3 i 

1 

0 1 


t 1 1 3 1 

0 

1 1 

$ 

Q il 3 

3 

0 ' 

# = (9> <0 

K i 3 

i 1 

0 

3 1 

K = 0, v) 

3 

l 

2 1 

( 9 , V) 

: 3 ! 

2 

1 

(f , 

4 1 

Il i 

1 

1 

(9,*0 


* Diese beiden bei Clebsch und Gordan (vergl. Clebsch, binäre Formen 
§ 61) noch enthaltenen Formen sind nach Sylvester, Americ. Math. «Tournai II, 
auf die übrigen Formen des Systems reducierbar. 


Fa à de Bruno, Theorie der binären Formen. 


14 
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III. Simultane Kovarianten zweier Formen vierter 

Ordnung, gp, 

(Unter d ist die Hessesche von qp , unter d' die von verstanden, 

(qp, d) — t , (ipj d f ) = t' gesetzt.) 



Ordnung 

Gi 

V 

*ad 

1 

l « 


• 

0 i 

. 

2 

0 

^( 9 )^( 9 , <SP) 4 = J 2 

J\ 

0 

0 

2 

J 2 =j' 2 

J* 

0 

3 

0 

J i ( 9 ) = (9>, <0 4 “ ^8 

J's 

0 

0 

3 

J 3 ty) = (t^') 4 = ^8 


0 

2 

2 j 



0 

1 

1 

( 9 , *) 4 


0 

2 

1 ! 

> ^) 4 


0 

1 

2 : 

( 9 , ^) 4 


2 

1 

1 | 

( 9 , *)• 


2 

1 

2 

(<p, ^') s 

i 

i 

2 

2 

1 

(z/, ^)* 


2 

2 

2 

K ^) 8 


2 

3 

2 : 

1 

r* 

1— 1 

11 

so 

3, 


2 

2 

3 

04, t'y=[zi, f] 


2 

1 

3 

19, f] 


2 

3 

1 

bt>, t] 

9 

4 

4 

0 

9 ' 


4 

0 

4 : 

9 

A 

4 

2 

0 ! 

! A 

j 

4 

0 

2 ; 

A ' 

\ 

4 

1 

1 

( 9 , 9) 2 


4 

1 

2 

(9, 


4 

2 

1 

( 9 , 


4 

2 

2 

(a, aj* 

t 

6 

3 

0 

( 9 , = t 

f 

6 

0 

3 

( 9 , J) = t’ 


6 

1 

2 

( 9 , ^') 

t 

6 

2 

1 

^4) 

1 

6 

1 

1 1 

Op» vO 

1 

G 

2 

2 ! 

(^, ^0 * 


* Diese beiden bei Gordan, Math. Ann. II pag. 276, enthaltenen Formen 
sind nach Sylvester reduciebel. 
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Wir gehen nicht darauf ein zu beweisen, dass das volle System 
derjenigen Kovarianten, welche nicht als ganze Funktionen niedrigerer 
Kovarianten darstellbar sind, das hier angeschriebene ist. Die be- 
treffenden Untersuchungen, welche den bei einer Form f erwähnten 
analog sind, sind ebenfalls von Gordan und neuerdings von Syl- 
vester angestellt. Nach des Letzteren Untersuchungen im American 
Journal of Mathem. ergiebt sich für die Anzahlen der irreduciebeln 
Grundformen folgende Tabelle: 


j 

I 

II 

in 

IV 


I 

3 

5 

13 

20 


II 


6 

15 

18 


III 



26 

61 


IV 




28 





• 



Hierbei bedeutet die erste Zeile die Ordnung der ersten Form ç>, 
die erste Kolonne die Ordnung der zweiten Form 

Die simultanen Kovarianten finden sich ausgerechnet in den Ta- 
bellen am Schlüsse des Werkes. 

§ 20. Anwendungen der Kovarianten, insbesondere Auflösung 
der kubischen und biquadratischen Gleichungen.* 

1. Auflösung der kubischen Gleichungen. 

Man lege die kubische Form zunächst in ihrem kanonischen Aus- 
druck zu Grunde, nämlich 

1 ) f^prf + qy* 

und bestimme dafür die quadratische und kubische Kovariante. Erstere, 
die Hessesche Form, werde durch z/, letztere durch Q bezeichnet. 
Man findet 

* Wir folgen hier in Bezug auf die Auflösungen im Wesentlichen den von 
Cayley (Fünftes Memoir upon Quantics) eingeschlagenen Methoden; jedoch in 
Hinsicht der Darstellung und insbesondere in Bezug auf die Diskussion der Rea- 
lität der Wurzeln aus den Invarianten und Kovarianten der Formen wesentlich 
den §§ 38, 44—49, von Clebsch, Binäre Formen, von einigen Beweisen und Hin- 
zufügungen abgesehen, die von Herrn Noether herrühren (pag. 223, 224 etc.). 

14* 
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2) ^ <=pq xy 

3) Q =*pq(px*-qy*). 

Die Diskrim inante, die wir durch R bezeichnen*, nimmt für die 
kanonische Gleichung 1) die Form an 

4) R =1>V, 

so dass 

J=YR.xy 

. Q — ŸR (pa? — gy 3 ). 

Diese Kovarianten sind, wie man an diesen Formen unmittelbar er- 
kennt (Cayley, fünftes Memoir Phil. Trans. Bd. 148, 1859 pag. 441), 
durch die Gleichung verbunden 

5) ' Ç 2 -JR/* 2 + 4^ 8 = 0, 

und diese invariante Beziehung gilt auch noch für die allgemeine 
Form /J welche jetzt behandelt werden soll. 

Schreiben wir die Gleichung 5) in der Form 

- ^ - ï (Q* - m = v (Q + /VS) . I- (Q - fVR) , 

so steht links der Kubus einer Form zweiten Grades, rechts das Pro- 
dukt zweier kubischen Formen. Jeder der beiden Faktoren 


-i-le+zys} und 

die im allgemeinen keinen Faktor gemein haben, ist also ein voll- 
ständiger Kubus und die dritte Wurzel aus jedem derselben ist eine 
lineare Funktion von x, y. Man kann also setzen 


7) 


{ 


? = ï{Q+fVR) 

if-MG-zys}, 

wodurch die Funktionen £ und rj bis auf dritte Einheits wurzeln voll- 
ständig bestimmt sind. Die Kovarianten /*]/!?, Q lassen sich 
dann durch £, rj ausdrücken, nämlich 


( fVR = | 8 - V s , 

8) e=i 8 +< 

l j — in, 

• • 

wo man, was ohne Änderung von f geschehen kann, die dritten 
Wurzeln £, so bestimmt hat, dass die dritte Gleichung besteht. 

Ist /**= 0 und R von Null verschieden, so kann die erste Glei- 
chung 8) in der Form geschrieben werden: 


* Clebsch hat bei J und JR noch gewisse Zahlenfaktoren. Vergl. Binäre 

Formen § 84. 
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f VE - (6 - ,) (S -s V ) (t - s*v) - 0, 

wo £, s 2 die dritten Einheits wurzeln bedeuten, nämlich 

«-■ H-i+*V3) 

«■- i(-i-*ys), 

und man findet die drei Wurzeln der kubischen Gleichung /*«* 0 'aus 
den drei linearen Gleichungen 

l-n =o, 

I — ei? — 0, 

1-^ = 0, 

oder 

f'ï (<wÿ-R}~ f TI ç - YvS\ - o , 

. V' J- { Q + fV'Ä}- -fVÄ i j - o. 

Die Auflösung beruht also auf der Aufsuchung der linearen Fak- 
toren £, ri von z/, so dliss man hier dieselbe quadratische Resolvente 
hat, wie bei der Auflösungsmethode § 8,2, Formel 12). 

Ist, unter Voraussetzung realer Koefficienten von f \ R positiv, so 
sind £, q real und der erste der drei Ausdrücke 9) ist real, die beiden 
anderen konjugiert komplex. Ist dagegen R negativ, so werden £ und 
i] selbst konjugiert komplex und die drei Ausdrücke 9) sind dann, von 
dem sich weghebenden Faktor i abgesehen, real. 

Bei realen Koefficienten hat also die kubische Gleichung 
drei reale Wurzeln bei negativem R, aber eine reale und zwei 
konjugiert komplexe Wurzeln bei positivem R . 

Ist dagegen 

R = 0, 

so wird 

und J ein vollständiges Quadrat; nämlich 

4 = («0«* - «iV 2 + («0«8 - a i a i) X V + («1«S — «2 S )2/* = (ß* — «y)*- 

Man hat also 

a o «2 — a i = ß 2 > a o a s ~a i a 2 = — 2/3«, a x a z — a 2 2 = a 2 . 

Multipliziert man diese drei Gleichungen der Reihe nach mit a 2 , — a 15 r/ 0 
und addiert, sodann ebenso mit a 8 , — a 2 , a x und addiert, so folgt: 

0 ==a 0 a 2 + 2a 1 aß + a 2 ß 2 ^ 

0*=a 1 a 2 + 2a 2 aß + a s ß 2 , 

d. h. die partiellen Differentialquotienten von 
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/*= a 0 & + 3 a x a?y + 3 a 2 xy* + a z y* 

verschwinden für X • Man hat also den Satz: 

y ß 

Für R = 0 wird 4 zum Quadrat eines linearen Ausdrucks, 
Q (nach 7) zum Kubus desselben linearen Ausdrucks, und f 
enthält denselben Ausdruck als Doppelfaktor. 

Verschwindet aber auch 4, also auch Q, identisch, so hat man 
a 0 a 2 — a 2 = 0 , a 0 a 3 - a 2 « 0 , a t a 3 — a* *= 0 , 

d. h. 

«1 _ <h ~ °3 ’ 

wonach also f ein vollständiger Kubus wird, d. h.: 

Bei identischem Verschwinden von ^ hat f einen drei- 
fachen Faktor. 

2. Auflösung der biquadratischen Gleichungen. 

Man lege zunächst den kanonischen Ausdruck der biquadratischen 
Form zu Grunde, nämlich 

10) f=aS k + 6px 2 y i + y 4 ‘. 

Die Invarianten J 2 und J 8 und die Diskriminante R der Form f 
können dann durch den Parameter p ausgedrückt werden wie folgt: 


J 2 — 27 J 3 *. 


Jg = 1 + 3jp 2 , 

11) ■ 

R=(l — 9j9*)* 

Ferner werden die Werte der Kovarianten H* und T fur die 
kanonische Form f nach den Tabellen am Schlüsse des Werks: 

12) H ^px 4, + (1 — 3p 2 ) x i y i +py*, 


13) 


T -±\E. d Æ_K d Æ 

. 8 \dx dy dy dx 


= ÿR((à- f) xy. 


Für das Quadrat von T ergiebt sich hieraus 

14) T* « Ra? y* (æ 4 + 2x 2 y % + y 4 ) (æ 4 — 2x 2 y 2 + y 4 ) = 

« Rx 8 y* { f- 2x 2 y 2 (1 + 3 p ) } {f+ 2 x*y 2 (1 — 3j>) } . 

Bedenkt man nun, dass 12) wird 

12a) H*=pf+x*y*YR) 

so geht 14) über in 


* Bei Clebsch 


§ 20. Anwendungen der Kovarianten etc. 


215 


= ^ f Ÿ*- 2 ( 1 +Sp)(. H -pf)}-{fV R + 2 (1- *p) (H-pf ) } , 

oder mit Rücksicht auf die Relation 

(1 + 3p) (1 — 3j>) = ŸR 

15) T * = (fl -pf) \(l-Zp)f-2 (. E-pf ) } { (1 + 3 p) f+ 2 C H-pf ) } . 

Die Entwicklung dieses Ausdrucks führt auf die von Cayley ent- 
deckte Gleichung 

16) -T 2 « JJ* - J 2 f 2 H+ 4 fl 3 ,* 

durch welche die Grundformen der Form f verbunden sind. 

Diese Relation 16) ist, als Relation zwischen den Invarianten und 
Kovarianten von f y invariant und bleibt also auch für die allgemeine 
biquadratische Form f bestehen. Sie bildet die Grundlage für die 
Auflösung der allgemeinen Gleichung /*= 0, mit der wir uns weiterhin 
beschäftigen. 

Anmerkung 1. Schreibt man die Kovariante sechster Ordnung T 
in der Form 

T = C 0 x* + 6 C x x 6 y + . . . + C 6f 

so gilt für die quadratische Invariante der Form T die Identität 

17) C 0 C 6 - 6C X C 6 + 15 C % C \ - 10 C 2 = \ R y 

die unmittelbar aus 13) folgt, wenn man für diese Form die quadrati- 
sche Invariante bildet. Man erhält aus dem in den Tabellen gegebenen 
Ausdruck für T noch eine Reihe identischer quadratischer Relationen 
zwischen den (7, welche die spezielle Form sechster Ordnung T charak- 
terisieren. (Clebsch, Binäre Formen § 110.) Wir gebrauchen die- 
selben jedoch im folgenden nicht. 

Anmerkung 2. Die Gleichung 16) kann durch eine einfache 
Substitution so umgeformt werden, dass ihre eine Seite in die linke 
Seite der §9,1 Formel 6) aufgestellten kubischen Resolvente von f ** 
übergeht. Man braucht nur 



zu setzen, so folgt 

2 T 2 

18) ä(A) = A 8 -J 2 A + 2J3 = --^, 

was mit Formel 6) in §9,1 übereinstimmt. 

* Bei Clebsch: 3T» = - 4 {.ff *- ~ Hf*+^ f*\ • 

• • 

** Bei Clebsch : Sl (x , 1) = x 8 — ; ^ x 1* — ~ 1*. 

2 8 
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Man hat auch aus 11) 


J * 8 (1 + 3 i > 8 ) 8 

J* p 2 (l-?) 2 ' 

J 3 

Der Ausdruck ^ hat aber die Eigenschaft, bei beliebiger linearer 

«'s 

Transformation überhaupt ungeändert zu bleiben und wird des- 
halb eine 


absolute Invariante 

/ 


genannt. Denn durch eine Substitution vom Modul z/ wird 

= ^s^'s, 

woraus 

T 3 TI 3 

"2 " 2 

~T 2 772 “ * 

"3 «'S 


Man erhält also, wenn man die Invarianten und Kovarianten in 
Bezug auf die kanonische Form wie oben, die in Bezug auf die all- 
gemeine Form f hier mit einem Strich bezeichnet: 


18 a) 
18 b) 


J'\ (1+3/) 3 

«T*, p*(l-p 2 ) 2 ’ 



l + 3j> 2 

|)(1 -p*) 


K 


Diese Gleichungen liefern, wenn die allgemeine Form f gegeben 
ist, den Parameter p der kanonischen Form und hieraus den Modul z/, 
d. h. die Determinante der beiden linearen Funktionen x y y y welche in 
der kanonischen Form 10) die Variabein werden. Setzt man in 18a): 


18c) 

also 


so folgt 
18 d) 

18 e) 


r = 


J\ m + 2 J 7 3 
J r 2 m — 6 J'g ’ 


e/ 3 = 1 + 3 p* 




J A 

P 


i2 — 8«7"^ 

1 —p 2 = fr ^ Tf , 

— 6«/ 3 


Sl (■/#) = 0, 
m 


z/ 2 = 


2p 7 


und man findet auch p aus 18d) und 18c), sodann z/ aus 18e). 

Die linearen Ausdrücke x y y oder vielmehr x *, y 2 selbst ergeben 
sich dann aus den aus 10) und 12a) hervorgehenden Gleichungen: 
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H'+jf=(l-9p*)4*.x*y\ 

2(1- 3 p) B'+( 1 - 2p - 3 p*) (1 - 9p i )J t . (x* + yy, 

- 2 (1 + 3 p) B' + (l + 2p- 3 1>*) J*f' - (1 - 9jj*) ^ (#* - y*) 2 . 

Diese Darstellungen treten hier an Stelle der in § 9, l gegebenen. 

Anmerkung 3. Bezeichnet man die erzeugenden Koefficienten 
der Kovarianten H und T bezüglich durch 

H 0 = a 0 a 2 -V, 

T 0 — a 0 2 a s -3a 0 a t a 2 + 2 a 

so gilt die Relation 

19) - T 2 - 4 I/o 8 - « 0 2 J 2 H 0 + * 0 V. , 

aus der umgekehrt vermöge der partiellen Differentialgleichungen der 
Wert von Î 72 , also die Relation 16) abgeleitet werden kann* 

Anmerkung 4. Man bilde unter Zugrundelegung von 12) die 
Hessesche Form von i/, das selbst Hessesche Form von /'.ist, und 
bezeichne die neue Form durch H f . Dann ist 


36J5P 


ßpx 2 + (1 - 3 p 2 )y 2 2 (1 - 3p*)xy , = 

2 (1 — 3 p 2 )xy (1 — 3p £ )x 2 + 6 py 2 \ 

~ 6p ( 1 - 3 p 2 ) (z 4 + y 4 ) + { 36p 2 - 3 (1 - 3p 2 ) 2 } x 2 y 2 } 


was mit Berücksichtigung der Formeln 10) und 12a) übergeht in 

12 H' = 3p (1 -p 2 ) f - (1 + 3p 2 ) H 
und mit Beachtung von 11) in 
20 ) 

Also hängt die Hessesche Form der Hesseschen Form 
von f linear von f und H ab. 

3. Die Auflösung der allgemeinen biquadratischen Glei- 
chung /= 0 kann auf die Auflösung einer kubischen Resol- 
vente zurückgeführt werden. Man erhält dieselbe, wenn man in 16) 


2H 

f 



substituiert, wodurch 

21) il(k) = k*-J 2 k + 2J 2 = - 

wird. Die Wurzeln der kubischen Gleichung 

22) Ä(A)«= 0 
mögen durch 


2 T 2 

r 


* M. Roberts, Quarterly Journal IV. 
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^2) ^3 

bezeichnet werden. Alsdann zerfallt die linke Seite der Gleichung 21) 
in drei Faktoren, nämlich 

2 T* 

f 


(A A x ) (A A 2 ) (A A s ) , 


die mit Berücksichtigung des Wertes für A 

T 2 


2 H 

—jr übergeht in 


23) 




Aus 23) ersieht man, dass das Produkt 

(iï — 2 (h— g X^ (h— g A s ) 


das vollständige Quadrat eines Ausdrucks von der sechsten Ordnung 
ist. Da nun die drei biquadratischen Faktoren unter einander im all- 
gemeinen keinen linearen Faktor, der gleichzeitig gemeinsamer Faktor 
von f und H sein müsste, gemein haben, so muss jeder derselben für 
sich allein das vollständige Quadrat eines quadratischen Ausdrucks 
sein und man kann daher drei quadratische Formen % finden, 

so dass 




H- Ç X, 

- — V, 

T=2<pil>%. 


Ist nun einer der biquadratischen Faktoren in 23) von der Form 


+ 4 \oPy + + 4 \xy z + btf 

und gleich dem Quadrat des Ausdrucks 

9 = cc 0 x 2 + 2 a x xy + a 2 tf 9 
so hat man die Identitäten 


h - <> 

Pi ~ a o Ä u 

\ Œ 3 ( Ä 0 a 2 “I" ^l 2 ) , 

6 3 = cc l a 2 , 

= «2*) 

vermöge deren die Koefficienten a 0 , a 19 a 2 durch die Koefficienten von 
Al, bis aufs Vorzeichen, ausgedrückt werden können. Die Formen 
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26 ) 




Z“ 




V 


f l 
2 8 


H. 


H 


sind also in jedem Fall einfach bestimmbar. Bezüglich der Vorzeichen 
ist zu bemerken, dass dasselbe bei zweien willkürlich, bei der dritten 
Form durch die von uns angenommene Gleichung T=2q>i>% ge- 
geben ist. 

Die Bestimmung von f aus je zwei der Gleichungen 24) liefert 
dann die drei möglichen Zerlegungen von f in das Produkt zweier 
quadratischer Faktoren. 

4. Versuchen wir direkt die Aufgabe zu lösen, eine bi- 
quadratische Form f in zwei quadratische Faktoren zu zer- 
legen. 

Schreibt man f in der Form des Produktes 

27) f= (a 0 x s + 2 a t xy + a 2 y*) (ß 0 x 2 + 2ß t xy + ß^y 2 ) 

und vergleicht die Koefficienten beiderseits, so findet man identisch 

a o ^ a oßoi 
2a t — cc 0 ß 1 + &ißo> 

6#g = “I" ßi “t" a ißo) 

2dt i — CC^ß g Äj ßi , 

^ Al* 

^2 “f" ßo “ 2 Clj “f" 2 A , 

also 

tt i ßi ^ a 2 2 

und schreibt das System 28) folgendermaßen: 

a 0 “ a 0 ßi • a 2 ßo 7 

A 


28) 


Setzt man nun 


29) 


a oßt • a ißo } 


so sind 


«0 («2 2 ) 

a A ^ a 2 2) = ß* ’ ß 1} 

2 (a 2 + A) = cc 0 ß 2 + «2 A» 

2 a i Ä a oßi a i ßoi 

= 2 + «2 017 

«0027 «2 ßo 7 a oßl 7 «1 ßoi «1 ßi 7 «201 


bezüglich die Wurzeln der Gleichungen 
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30) 


{ Q*~ 2 K + A) 9+ o 0 a 4 =0, 
ö 2 — 2a 1 ö + a 0 (a g — |) = 0, 

T 2 — 2a 3 t + a 4 (a 2 — = 0. 


Nun verschwindet identisch die Determinante 


a oßo + a oßo a lßo~^~ a oßl Ä 2^0“l” a 0^2 1 

a o ßo 0 


ßo «0 ^ 

a oßl a ißo a ißl "t“ a ißl ^ßl Ä lß *2 1 “ 

“l ßl 0 


A «i 0 

Ä o/^2 ” 1 “ ^2 ßo ßi ^ißl ^ißi “b ß 2^2 | 

«2 ßi 0 


ßi a 2 ® 


Setzt man für die Elemente derselben ihre Werte aus 28) und 29) 
und dividiert durch 4, so erhält man wieder die Gleichung für A: 


a 


o 


a. 


a 2 + A 


31) 0 = 2. 




a 


2 


A 

2 


&2 “I“ A €L 


3 


0 4 


a À 


A 3 — J t X + 2 Jg = & (A). 


Mit Hilfe der Gleichungen 29) kann nun die Zerlegung der bi- 
quadratischen Form in folgender Weise bewerkstelligt werden: Man 
setze zur Abkürzung für die Wurzeln des Systems 30) bezüglich 

a oßi ~ Pi ? a 2 A> ~ Pa 7 


32) 


«oßl — ^1) a i ßo ^2 5 


Man hat alsdann für f die Darstellungen 

33) a 0 f= [< a 0 x 2 + 2ö x xy + ç t y 2 ] \a 0 x 2 + 2 a 2 xy + ç 2 y% 

34) (ff 2 - 1) /■=[«! Æ 2 + 2 (o, - « ÿ + r* y 2 ] j^ 2 a; 2 +2(a 2 -^jxy+ r t y 1 


35) aj = [ 9l a 5 2 + 2x x xy + a 4 y 2 ] [p 2 a: 2 + 2x 2 xy + o 4 t/ 2 ]. 

Das System 30), liefert nun für p, 6, % die Werte 

Q 1 = a i + k + Y[a i + k) 2 — a 0 a 4 , 

Qi = « 2 + A - V(% + kf -a 0 a i} 
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wo k eine Wurzel der Gleichung ß(A) = 0 bedeutet. Der Zusammen- 
hang unter den Quadratwurzeln in 36) ist aus den Relationen zu 
erkennen, die aus 36) und 29) folgen, nämlich 

• / 7 

4 + A) 2 - a 0 «4 • 1/ V — ®o («2 — 2 ) = 4 (Pi ~ a * ~ A ) K _ °i) 

« 

” ( a oA a 2^o) («oA a i A) 5=3 ( Ä oA ”1“ a ißo) («0 ßl "t" ^lßo) 

2« 0 ^q (#i A “f - A) “ 4 a i 

und ebenso für tfj, Tj und p 1? r 1? nämlich 

= (p x A) a t ) — 

= (a 2 + A)ö 1 -4flr 0 a 3 , 

) ~ (Pi a i) ( T i a s) *** 

*l«3+(«ä- $)(«« + *), 

« 

= (fi ± a t — A) (tj a 3 ) — 
= (a* + A) a s — a 4 a 0 . 

Hiernach kann nur das Vorzeichen einer der Quadratwurzeln, etwa in 

• • 

Pu willkürlich genommen werden; aber eine Änderung dieses Vor- 
zeichens vertauscht nur die beiden quadratischen Faktoren von / 
unter sich. 

Für eine bestimmte Wurzel k stellen die drei Gleichungen 33), 
34), 35) nur verschiedene Formen einer und derselben Zerlegung 
von f vor. Man kann aber die Zerlegung immer so vornehmen, dass 
beide Faktoren von f real werden. In der That lässt sich auch immer 
wenigstens eine reale Wurzel k von 31) so bestimmen, dass p 1? d. h. 

+ A) 2 — o 0 a t real wird. Zu dem Zwecke muss sein: 

(a 2 + A)*^>a 0 a 4 . 


]/(a 2 + A) 2 - a 0 a t • 1/V - % (a t - 1) 
l/«i* - «0 («3 - g) •]/«**- «4 («2 - 

VöhTW-% a * ' j/ «** “ «4 («2 - 1) 


Haben* nun % und a 4 entgegengesetzte Vorzeichen, so genügt jede 
reale Wurzel von 31). Ist aber a 0 a 4 positiv, so soll werden: 


oder 
Nun ist 


k 7 j/ Q/q a 4 (%2 

k<: — yä 0 a 4 —a 2 . 


I a 0 Sl (A) = { (a* + A) 2 - ffl 0 a 4 } « a 2 - «„ _ |) } ~ ( «i ( a 2 + A) - "o«s } 2 , 

also 


iöto Ä (± V a O a i — «2) — — («1 y«o«4 — a 0«s) 2 ) 


i 
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d. h. £1 (A) hat fur die beiden Werte ±|/« 0 fl 4 — a 2 gleiches Vor- 
zeichen, verschwindet also dazwischen nullmal oder zweimal, und 
, wenigstens eine reale Wurzel A muss ausserhalb dieser beiden Werte 

liegen, wie behauptet wurde. 

Die drei Wurzeln der Gleichung 

SI (A) = 0 

sind aber gegeben durch 

1 | — = t j 3 + i- o - **) yit + - £*) ÿb, 

37) Pj s +i («-«■) VR+£ a fj 3 - 4 (*-«*) Yb, 

t* ŸJ, + i(e-s*)VR+s fj s - 1 (s - «*) VË, 
wo 

fj 3 + 1 (6 - £ 1 2 ) ys . fj*— = -K,, 

R = J 2 3 — 21J S 2 } die Diskriminante der biquadratischen Form f bedeutet 
und £ = -|(— 1 + }/— 3) ist. 

Die Zerlegungen von /* folgen auch, wie am Schlüsse von Nr. 3 
erwähnt wurde, unmittelbar aus den Gleichungen 24) 

= 8 , 

die für f die Darstellungen liefern: 

^2 A i a 2 

f- r~r (v* - z*) = y - ~ t“ O - x) Op + x), 

/”= rzn O* - %*) = 7 -^- 7 - ~ *) + *)• 

a 2 a 8 a 2 a 3 

Stellt man die folgenden vier Gleichnngssysteme zusammen: 

I. <p — if> = 0, — % = 0, ip — x = 0, 

OQ\ I II. 9 -^ = 0, 9 + ^ = 0, V' + Z= 0 ) 

' ni. 9 + 9 = 0 , 9 — x=o, 9 +z=o> 

iv. 9 + 9 = 0 , 9 +X= 0 , i>~x*= 0 , 

so sind die linearen Faktoren, welche je den drei Gleichungen 
dreser vier Systeme gemeinsam sind, identisch mit den vier 
linearen Faktoren von /*, durch deren Verschwinden die Wur- 
zeln der Gleichung /*= 0 gefunden werden. 




1 

1 
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5. Eine andere Auflösungsmethode der biquadratischen Glei- 
chung f = 0 geht darauf aus, die zuletzt genannten linearen Faktoren 
von f wirklich anzugeben und knüpft an das Verhalten der drei qua- 
dratischen Formen 9, 9 , % an. Es ist offenbar möglich, das Quadrat 
jedes linearen Ausdrucks als lineare Funktion der drei Formen 9, 9 , % 
darzustellen und wir wollen diese Darstellung für die linearen Fak- 
toren von f leisten. 

Zunächst untersuchen wir die Funktionaldeterminanten aus je 
zweien der Formen 9 , 9> A« Hierfür liefern die Gleichungen 24) und 25) 


dH 

dx 

dH 

dx 


h d l 
2 

A 


dH A, df 


■i 


~KV 

also 

40) 

und ebenso: 
40 a) 


A s ) 


dx 

dy 

df 

dH 

dx 

dy 

dH 

dH 

dx 

dy 

d l 

df 

dx 

dy 

d 9 

dy> 

dx 

dy 

d 9 

• — ■ — WM 

dx 

dy 

H 

dtp 

dx 

dy 


2 

A« 


dy 

df 


4 tpy> 


d (p 
dx 
dy> 


dtp 

dy 

dtp 


2 dy 


dx dy 


4(A 1 -A i )T=-S(A 1 -A,)tpi>x, 


dg) dip 
dy dx 


2 (A 2 — A x ) % 




Nun ist der lineare Faktor von /*, welcher nach 39) I. auch in den 
beiden quadratischen Formen 

9 — 9, 9 — x 

enthalten ist, nach § 6 Nr. 5 zugleich Doppelfaktor der Funktional- 
determinante TJ X von 9 — 9) i > — A? 80 dass also TJ 1 das gesuchte 
Quadrat des linearen Faktors von f wird. Man erhält aber für U x nach 
40) und 40 a) 




d 9 

d 9 

d 9 

d 9 


d 9 

d 9 


d 9 

d 9 


di) 

d 9 

dx 

dx 

dy 

dy 


dx 

dy 


dx 

dy 

+ 

dx 

dy 

di) 

d X 

d 9 

d X 


di> 

d 9 


<>X 

H 

Jx 

H 

dx 

dx 

dy 

dy 


dx 

dy 


dx 

dy 


dx - 

dy 


= 2 { (A 2 — AJ x + (^1 ~ ^s) ^ + (^3 — ^ 2 ) 9 } ? 
und analog für die weiteren linearen Faktoren von f. ^ 
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Man kann auch nachträglich verifizieren*, dass U x ein voll- 
ständiges Quadrat eines linearen Faktors von f wird. Denn setzt man 
eine Wurzel von /’= 0 ein, so wird 

9 — ^ = 0, <p-x = o, 

also 

= 2 (p { (A 2 — A x ) + (A x — A 8 ) + (A 3 — A 2 ) } = 0. 

Aber man hat aus 24) die Identität: 

(*i - K) i 2 + ft - h) 9* - o, 

also auch 

(*2 “ <* 1 ) * + (*1 — A s) 4> d 4> + (A 3 — l 2 )(pd<p==0 

und für <p — ^ = 0 , 9 ? — £ = 0 

(A 2 - A a ) + (A x — A s ) dt + (^ 3 — h) d <P ^ \ d lT i = °? 
so dass t/j für die eine Wurzel von f doppelt verschwindet. 

Die linearen Faktoren von f sind nun der Reihe nach, wie sie aus 
39) sich ergeben: 

I- V(h “ ^2) <P + (^1 ^3) ^ + (^2 “ *1) X ? 

II. )/(Ä 3 — A 2 ) cp + (A x A s ) t — (A 2 A x ) 

III. ]/(Ä 3 A 2 ) <p (Aj Ag) t + (^2 ^ 1 ) %> 

IV. V (A 3 - A 2 ) «p - (Ä l - A 3 ) ÿ - (A g - AJ % , 
oder zusammenfassend 

41a) Jtff-Jzjj/ (A 3 -A 2 ) j/ A 2 V-ä-+( X -A s ) j/ j/ 

wo Jf eine Konstante und das Produkt 77 über die vier Zeichenkom- 
binationen der unter dem Hauptwurzelzeichen stehenden Quadratwurzeln 
zu erstrecken ist. Die Konstante M bestimmt man durch eine spezielle 
Annahme für die Yariabeln, z. B. dadurch, dass man Werte annimmt, 
für welche H verschwindet. 

Es folgt dann unmittelbar 

41b) M= { 1/(A S - A s y Vh + (A, - A x ) V\ } ■ 

Anmerkung. Es hat noch ein Interesse, die zwischen den <p, 
tj % bestehenden Relationen anzu geben. Man kann dieselben finden, 
indem man die Bedingungen aufstellt, dass die Diskriminanten der 
vier quadratischen Funktionen E/j, f/ 2 , L 8 , U 4 verschwinden. Zieht 
man je zwei der so entstehenden vier Gleichungen von einander ab, 
so ergiebt sich, wenn A 0l , u4 02 , A 12 die simultanen Invarianten 
bezüglich von 


41) 


* Darboux, Liouville Journal Bd. 38. 
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sind, 


woraus 


(^2 Äg) Aq j + (Aj Ag) A 12 °* 0, 

(A 2 — A a ) Aq2 + (A a A 2 ) A l2 *■ 0 , 

(A g Aj) -4 01 + (A t A 2 ) Aq^ * 0, 

A $ i — -4 02 — A 12 ~ 0. 


6 . Diskussion der Wurzeln von f*=0. 

I. Die kubische Resolvente & = 0 habe eine reale Wurzel 
A x und zwei konjugiert komplexe Wurzeln A 2 und A s . Dieser 
Fall tritt nach Nr. 1 dieses Paragraphen ein, sobald die Disk rimi- 
nan te R *= J 2 S — 27 J* negativ wird. Die Formen ^ und % sind 
dann nach 26) konjugiert komplex, während tp zufolge der Gleichung 25) 

42) 

real ist. Setzt man daher 


t — u + iv, % — h — iv, (i == 1 / — l) , 
so geht das System 39) über in 

I. (p — u = 0 , v = 0 , 

II. cp — iv = 0, m = 0, 

III. <p + iv = 0, «=- 0, 

IV. <p + u =0, v = 0. 

Nun können aber u und v nicht zugleich verschwinden, weil 
und %- keinen Faktor gemein haben. Daher haben II. und III. je eine 
gemeinsame Lösung von komplexer, I. und IV. je eine gemeinsame 
Lösung von realer Form. Wir haben also den Satz: 

Ist R negativ, so hat die biquadratische Gleichung zwei 
reale und zwei konjugiert komplexe Wurzeln. 

II. Die kubische Resolvente & = 0 habe drei reale Wur- 
zeln A x , Ag, A 3 . Dies tritt ein, wenn die Diskriminante R=*J^—21J 3 
positiv ist. 

Die Ausdrücke 

<P*> V, t 

sind alsdann real. Die Formen g>, ÿ, % selbst sind dann entweder 

sämtlich real oder zwei derselben haben den Faktor 1 , und zur 

Entscheidung zwischen diesen beiden Fällen braucht man offenbar dur 
ein einziges, aber beliebiges, reales Wertsystem von x, y in qp, % 
einzusetzen. In ersterem Fall sind alle gemeinsamen Lösungen von 
39) ebenfalls real und die biquadratische Gleichung /*= 0 hat vier reale 

Faà de Bruno, Theorie der binären Formen. 15 
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Wurzeln. Im anderen Fall, wenn ÿ und % mit dem Faktor i be- 
haftet sind, etwa 

gehen die Gleichungen des Systems 39) über in 

L »y« o, <jp — i%* = o, ii >'— %' = o, 

II. (f — ?> f = 0, 9 + ^^*=°? ^+^ = 0, 

in. qp+*y=o, 9 — *z f== o, ^ f +% f -=o, 

IV. 9>-My = 0, <p+iz f= =0, = 

und alle gemeinsamen Lösungen der Gleichungen 39) sind imaginär, 
also auch sämtliche Wurzeln von /==0. Wir haben also ferner den Satz: 
Ist R = J 2 s — 27J^ positiv, so hat die Gleichung f=0 ent- 
weder vier reale oder vier komplexe Wurzeln. 

Um die Bedingungen festzustellen, unter denen diese beiden Fälle 
eintreten, bilde man die kubische Gleichung, deren Wurzeln qp 2 , ^ 2 , 
X 2 sind. Dieselbe lautet nach 24) 

o = 0 - <)p ! *) 0 - ^ 0 0 - x 0 = 


^ 2 ) * 1*2 *8 2*^8 


Berücksichtigt man die Identitäten 

*1 + *2 + *8 * 1*2 + * 1*3 + * 2*8 ‘ 

und ausserdem die Relation 23) 

so ergiebt sich für z die Gleichung 

43) s 3 + 3 Hz* + (SH* - j/j\ 


Diese Gleichung hat drei reale Wurzeln, und zwar drei positive, 
wenn /*-= 0 vier reale Wurzeln, zwei negative und eine positive, wenn 
/**= 0 vier komplexe Wurzeln hat. Im ersteren Fall muss aber H 

negativ, 3 H 2 — J 2 ~ positiv sein, im anderen Fall muss irgend eine 

andere der. drei weiteren Zeichenkombinationen von H und 3 H 2 — \ J*f 2 
eintreten, und zwar braucht dies nur für irgend ein reales Wertsystem 
von x , y zu geschehen, um für alle realen Werte von #, y einzutreten.* 


* * Diese wesentliche Bemerkung, die bei Clebsch fehlt, ist von 
Herrn Noether gemacht worden (briefliche Mittheilung vom 8. Februar 1881). 
Sie betrifft einen Punkt, der bisher in der Theorie der biquadratischen Gleichungen 
nicht erledigt war. Zugleich ist dadurch der in der Anmerkung ausgesprochene 
Satz gewönnen worden. 
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Wir haben also schliesslich den Satz: 

Ist R = J 2 —21J 2 positiv, so betrachte man die Formen 
H und H 2 —* 2 J 2 f 2 für irgend ein reales W r ertsystem von #, y. 
Ist für dieses zu gleicher Zeit H negativ, H 2 — ^J 2 P positiv; 
so hat die Gleichung /*== 0 vier reale Wùrzeln; wenn nicht, 
so bat / = 0 vier komplexe Wurzeln. 

Anmerkung. Da für vier reale Wurzeln von f=0 die Funktion 
H, für reale Wertsysteme von #, y, immer negativ sein musg, so folgt 
noch der Satz, der aber nicht umkehrbar ist: 

Hat die Gleichung f= 0 vier verschiedene reale Wurzeln, 
so hat die Gleichung 0 vier komplexe Wurzeln. 

7. Besondere Fälle. Es erübrigt noch die Betrachtung der 
Fälle, in denen R, J 2 , u. s. w. verschwinden. 

I. Nehmen wir zunächst R = J 2 —21J 2 = 0 an. Dadurch 
wird angezeigt, dass die kubische Resolvente 

= 0 


zwei gleiche Wurzeln hat. Sei daher A 3 = A 2 , so dass k 2 eine 
Doppelwurzel, Aj eine einfache Wurzel von 4i*=0, A 2 aber sei ver- 
schieden von A r Weil 

JJ = e7 2 3 -27J 3 2 ==0, 
so zerfällt die Gleichung nämlich 


so dass 




5 


44) 

Nach 26) ist alsdann 





3J3 




so dass in diesem Fall nach Nr. 5 die Funktionaldeterminante U 2 von 
qp — + d. h. die von qp, also nach 40) % oder die Form ^ 
selbst das Quadrat einer linearen Funktion ist. Die Form = % ) 

kann aber auch identisch verschwinden. 

a) Nehmen wir zunächst = % von Null verschieden an. 
Dann kann man setzen 


oder 


X = t = 


d. h. eine gewisse lineare Funktion von f und H ist die vierte Potenz einer 
linearen Form. Da ferner auch die Funktionaldeterminante von q> und 
ip durch | 2 teilbar ist, so muss £ auch als Faktor in qp enthalten 


15 * 
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sein, so dass <p in das Produkt zweier linearer Faktoren zerfällt, 
etwa 

ç’-'Srç. 

Bildet man unter diesen Voraussetzungen die quadratischen Formen 
(p und ip nach 24) und 25), so hat man 


45) 


Daraus folgt 


46) 


SV, 

”2 

1 4 , 

”2 




H 


1 fc2 


S 2 (2S 2 + ^ 2 ), 


l T=2SV 

Man schliesst ferner, dass f und H den linearen Faktor | doppelt 
enthalten, T denselben linearen Faktor fünffach enthält. Ist R *= J,/ 

. 4 /q7 

— 27Jg 2 =0, so liefert £ = 0, wo £ =^/ eine Doppel- 

wurzel von /*= 0, die zugleich Doppelwurzel von JT=0, und 
fünffache Wurzel von T=0 ist. 

b) Verschwindet aber ^ = % identisch, so ist nach 24), 25) und 44) 

2 J/’ 


47) 


T= 0, 
/•= 


2J, 

9J. 


2 «,2 

• çr. 

s 


Also wird f das Quadrat einer quadratischen Form und hat zwei 
von einander verschiedene Doppelwurzeln. Die Bedingung dafür ist, 
dass f und H sich nur um einen konstanten Faktor unterscheiden, 
wodurch R von selbst verschwindet. Wir haben also den weiteren 
Satz: 


Wenn H und f nur um einen konstanten Faktor ver- 
schieden sind, d. h. wenn die Koefficienten von H den Koeffi- 
cienten von f proportional sind, so hat die Gleichung f*=0 
zwei Doppelwurzeln. 

Man lost dann die Gleichung auf, indem man setzt: 

(«<V + 2 a 1 xy + ct 2 V 2 )\ 

d. h. 
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€C n 


% 

a< 


cc 


0 9 


und die Wurzeln der Gleichung 

a 0 x 2 + 2 a ± xy + a 2 y*=* 0 


bestimmt. 

II. Wir betrachten ferner den Fall, dass die kubische 
Kesolvente ß = 0 drei gleiche Wurzeln hat. Sei also 



Nun verschwindet aber die Summe der Wurzeln 


^1+^2 +^3 Ä= 0, 

woraus folgt, dass die Wurzeln A 1? k ï} X s einzeln verschwinden. Es 
verschwinden dann auch J 2 und also 

J 2 — 0, e7j==0. 

Die quadratischen Formen 9?, % werden hier einander gleich. 

Betrachtet man zunächst diesen Fall als Grenzfall des in Ia behandelten 
Falles, indem man q> zuerst von verschieden annimmt und danü 
gegen ÿ rücken lässt, so folgt, dass die dort angegebenen Eigen- 
schaften von 9, t und f erhalten bleiben müssen. Hiernach wird 
wieder also hier 9), ^ und % f zu dem Quadrat einer linearen Form, 
so dass hier H nach 24 ) als vierte Potenz einer linearen Form auf- 
tritt, also 

« 

Verschwindet aber = ^ = £ identisch, so wird dann auch H iden- 
tisch Null. 

• a) Sei zunächst H die vierte Potenz einer linearen Form, ohne 
identisch zu verschwinden. Dann enthält f wie in Ia zunächst jeden- 
falls den Faktor % doppelt. Setzt man aber 

/■= I 2 (« 0 £ 8 + + 6«*^*) 

und bildet U y so erhält dieser Ausdruck nur dann die vierte Potenz 
von £, wenn «2 = 0, d. h. wenn f die dritte Potenz von £ enthält. 
Man sieht auch direkt aus dem allgemeinen Ausdruck der Kovariante 
if(g, rj) von 

/(£, i) = a o£ 4 + 4«!^ + 6 «JV+ “rf*, 

dass U(£, rj) nur dann von der Form £ 4 wird, wenn a 8 = 0 

sind, da für jede andere Lösung zugleich der Koefficient von £ 4 in H 
verschwinden würde, f wird also hier von der Form 6 3 ^, woraus 
wieder umgekehrt 

Jg^o, «73*0 

folgt. 
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Wir haben also noch den Satz: 

Sind J 2 = 0, J 3 = 0, so hat die Gleichung /’= 0 eine drei- 
fache Wurzel. Als notwendige und genügende Bedingung 
hierfür kann man auch annehmen, dass H die vierte Potenz 
eines linearen Ausdrucks wird. Derselbe wird dann zugleich 
der dreifache Faktor von f. 

b) Verschwindet <p = ^ = x, also auch IT identisch, so verschwinden 
alle Koefficienten von H , nämlich 

a o a 2~“ a i 2== 0, 

« 0 a 4 + 2a t a s — 3a 2 2 = 0, 
ö^2 — 0 , 

a 2 a 4 — a s 2 = 0. 

Daraus folgt aber, wenn a 0 nicht = 0: 


ß 2 — 


ön 


V 


a 


? 


o 


a 4 - 


a, 


o 


a, 


also 


für a 0 =0 aber /*— a 4 y 4 ; und umgekehrt verschwindet dann H identisch. 
Wir haben also endlich den Satz: 

Wenn H identisch verschwindet, und nur dann, hat die 
Gleichung f= 0 eine vierfache Wurzel. 

8. Die Reduktion des elliptischen Integrals erster Gattung 
auf die Normalform. 

Das elliptische Integral erster Gattung 

48) 

wo [(ja, 1) eine Funktion von z vierten Grades ist, kann bekanntlich 
nach Auflösung der Gleichung 0 auf die Legendresche Normalform 

r dj 
./yFp)( i-*Tj 

gebracht werden, die selbst wieder durch die Substitution 

CV* 

übergeht in 


i 
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A 


dk 


yi{ l-A) (1-X*A) 


wo h, der Modul des elliptischen Integrals, eine positive Konstante, 
die kleiner als 1 ist, k eine reale, positive Variable bedeutet, und 
die Funktion unter dem Quadratwurzelzeichen jetzt nur noch dritten 
Grades ist, mit einem Parameter x. 

Eine solche Reduktion kann nach Hermite (Crelle Journal Bd. 52) 
mit Hilfe der Relation 21) in Nr. 2 dieses Paragraphen auch direkt 
bewerkstelligt werden. Aus 21) folgt: 



oder, wenn man 

49) 
setzt: 

50) 

Das allgemeine Integral 


2H 

f 




ÿfi-j a ï+2J z = Vf. 


r 


A 


dz 


va*, ij 

wo f(z 1 1) vierten Grades, kann daher nach dem Jacobischen Trans« 
formationsprincip (Fundamenta nova) auf die Form gebracht werden 

1 f* dk 

2j 3 ‘ 

In der That sei, um homogen zu machen, 


so hat man 


Nun ist 


Hdf-fdH . 


x 7 ydx — xdy 
-, dz = ' ö : 

y y % 


y ' dz i*y dx — xdy 

va*, i) J va*>y) 


dH , dH Jf , df 

Ji x + Ty y d~x x + di y 

dH , , dH, df, . df, 
-5- dx + — dy ^-dx+ — dy 
dx dy dx dy 


x 

4 


x ■ * y 

* ' dx dy 


dH df 
dx dx 
d_Hdf 
dy dy 


= 2 (ydx — xdy) T. 
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Also ergiebt die Substitution 49) 

. r dz rHdf-fdü t am 

] 2Tymj) 

Y- 2 r <u 
4 J Ÿ&*— «^t^+2/ 8 

Setzt man noch 


so folgt 
52) 


A 




so dass nur noch die absolute Invariante 

il 

•v 

unter dem Quadratwurzelzeichen vorkommt. 




Sechster Abschnitt. 


Typische Darstellungen. 


§ 21. Associierte Formen. 

1. Man verdankt Hermite* eine Methode, um alle Invarianten 
und Kovarianten einer Form f durch eine begrenzte Zahl solcher, 
rational auszudrücken. Da alle Invarianten einer Form /*, m ter Ord- 
nung, Funktionen der m + 1 Koefficienten von f sind, von denen 
vier vermöge linearer Transformation von f vorgeschriebene Werte er- 
halten können, so hängen die Invarianten überhaupt von m — 2 Para- 
metern rational ab, nämlich von den m — 3 Koefficienten der trans- 
formierten Form f 1 und der Substitutionsdeterminante. Hieraus folgt: 

Zwischen je m-1 Invarianten einer Form m ter Ordnung 
herrscht eine rationale Beziehung. 

Die Kovarianten hängen weiter von den beiden Variabein, also 
von m Parametern, ab, d. h.: zwischen je m + 1 Formen des 
Systems einer Form m ter Ordnung herrscht eine rationale 
Beziehung. 

Die Hermitesche Methode liefert nun solche Systeme von m In- 
varianten und Kovarianten von durch welche sich alle Formen von 
f rational darstellen lassen, und zwar so, dass im Nenner immer nur 
eine Potenz einer bestimmten jener Kovarianten auftritt. 

Man erhält also hierdurch in einfachster Form alle Relationen 
zwischen jenen Formen. 

2. Um den Gedanken der Methode klarzulegen, bemerken wir 
zuerst nach § 19,5, dass man eine Kovariante von f{po 9 ÿ) immer als 
simultane Invariante auffassen kann. Denn jede Kovariante 

<p(x,y) 

* Hermite, Cambr. and Dubl. math. J. IX (1854), Crelle J. 52. Brioschi, 
Annali di Matern. Bd. 1 (1858) p. 303. 
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ist eine simultane Invariante der beiden Formen mit den Varia- 
bein x\ Î f 

* -yrf+Mj- 

Man kann also in f( x \ >/) und den Kovarianten cp (x J } </) eine 
lineare Substitution machen — 


5 = + fey', 

in der die Koefficienten £g, r\ ±1 rj 2 noch Funktionen von y sind. 
Nimmt man insbesondere an Stelle von die Form — yrf + xyf 

Ol o i 

selbst, an Stelle von £ die erste Polare ~~x^ + — einer 
’ dx dy u 

Kovariante 4>(x,y) von f(x } y\ wo sich bekanntlich die 

analog transformieren, wie die Grössen — y } x , so werden nach 
Hermite die Koefficienten der transformierten Funktion ç>(a/,y) 
sämtlich Kovarianten von f(x,y). 

Wir wollen die Substitution in der Form schreiben 



1>.il= — ya!+xtf, 


wo unter eine Kovariante y\ v ter Ordnung von f(x } y ) verstanden 
ist. Die Determinante der rechten Seite wird dann «V' und die um- 
gekehrten Formeln lauten: 




y 


"5 V j 

v dy 1 
t - 1 d1> 
ÿt + Ï3Ï ,| > 


mit dem Modul ip. 

Wir beweisen dann den Satz in der Form: 


I. Es seien 

<p(x, y) und 4> (x, y) 

zwei Kovarianten der Form m ter Ordnung 

/■(*>*)» 

bezüglich von den Ordnungen ft und v. Führt man in <p an 
Stelle von x und y die neuen Variabein 


, t 1 dt f t 1 dÿ 


ein und entwickelt den Ausdruck 



fl 
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(px% — 

v 


dtp y \ dtp 

dÿ Vl yl + ~vdx n 


ach der Taylorschen Reihe, so erhält man eine homogene 
unktion ji ter Ordnung von £ und deren Koefficienten sämt- 
lich Kovarianten der Form f sind. 

Denn irgend ein Koefficient der Entwicklung, etwa der von 
k^k entsteht aus der k ten Polaren von qp(#, i/) 



dadurch, dass man die Grössen # 15 y x ersetzt bezüglich durch 

. 1 dtp 1 dtp 

vhy’ v dx 7 ■ 

und der Koefficient wird also, da sich diese Ausdrücke bis auf eine 
Potenz des Moduls genau so wie x 1} y t bei linearer Substitution trans- 
formieren, eine Kovariante (siehe § 15 Nr. 6). 

3. Transformiert man insbesondere die Form / selbst, so ergiebt sich: 





1p 2 % m ~ 2 V 2 + --- + tmV m > 


wo auch 
und zwar 

2) 


die Koefficienten tp 0 , tp 1 , ..., tp m alle Kovarianten werden 


%=f( x ,y) 


mvtp 1 


dtp df 
dx dy 


dtp df 
dy dx 


u. s. w. 


Die Kovarianten 

1p ) / ) 

sollen ein der Kovariante tp associiertes System von Formen 
genannt werden. Hätte man den Satz I nur für die Form f erwiesen, 
so würde sich derselbe vermöge der Kovarianteneigenschaft von tp 
für jede solche Form tp hieraus direkt ergeben haben. Wir wollen 
dies noch zeigen, weil hieraus auch noch der weitere Satz folgen wird: 
II. Das Produkt irgend einer Kovariante tp von*/ mit 
einer gewissen ganzen Potenz der Kovariante tp ist eine 
ganze homogene Funktion der tp associierten Formen 

f } ^1 ) ^2 } * * * 5 7 

zwischen welchen Formen und tp noch zwei Relationen be- 
stehen. 
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Denn sei 

9 > 0 , y) - c n x>'+ M e l x'— 1 ÿ + ... + Cf,y/‘. 

Vermöge der Definitionseigenschaft der Kovariante <p hat man durch 
,die obige lineare Substitution zwischen den x\ ÿ und |, r \ , vom 
Modul y> } neben der Gleichung 1 ) auch 

- c&+ (ï) cjr- l n + (5) c s fr~w+ • • • + <W, 

wobei die Koefficienten C 0 , C t , C 2 , ..., ganz genau ebenso aus 
den Koefficienten 

f > ^2 J * * •» ^ »I 

der transformierten Form f in 1) hervorgehen, wie die Koefficienten 
c 0 , Cg, c h aus den Koefficienten 

a o ? a i> ®2 > •••» dtn 

der ursprünglichen Form f\ Hieraus fgjgt zunächst die in Satz I an- 
gegebene Eigenschaft der transformierten Form <p. Man erkennt 
hier aber genauer, dass jede Kovariante j/), geschrieben in 
den Variabein y\ ein Bruch ist, dessen Zähler eine ganze 
rationale Funktion der f associierten Formen /*, tu V>2) •••» 
und von i;, und dessen Nenner eine Potenz von ifr ist, deren 
Exponent das Gewicht x = — p) ist. Bei einer Invariante 

von f fehlen nur im Zähler £, 

Bildet man nun in der Gleichung 3 ) auf beiden Seiten den Koef- 
ficienten von so findet man weiter: 

4 ) iiz-.tpty, y) = C 0 . 

Diese Gleichung 4 ) liefert den ersten Teil des Satzes II und zu- 
gleich den Ausdruck von <p selbst, nämlich: 

III. Man erhält den Ausdruck einer Kovariante ç>(æ,?/), 
indem man in dem ersten Koefficienten, dem erzeugenden 
Koefficienten von 9, die a 0 , a L) ..., a m bezüglich durch die 
f associierten Formen f, ..., t, n ersetzt und durch die 

x te Potenz von dividiert. 

Hierdurch ist nun <p(Xy y) rational durch m + 2 Formen /*, 
^2; •••? ausgedrückt und es müssen also, wie in Nr. 1 dieses 
Paragraphen gezeigt worden, zwischen diesen letzteren Formen noch 
zwei Relationen bestehen. Man erhält diese Relationen, indem man 
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in Gleichung 
setzt. Sei 


und sei 


3) an Stelle von (p (x, y) die Funktion ^(#5 V 
* (x, y ) - M-+ ft) + . . . + b, f "'"'X 

w |VIIVK.USU 

v ) - 5 0 S V + (1)^6’-^ + -. + :?0 


wo die JB 0 , 2 ^, ... aus den /*, ^ 17 ^ 2 , ..., y> m ebenso entstehen, wie die 
6 0 , 6 1? ... aus den a 0 , a 1? a 2 , ..., a m . Dann liefert der Koefficient von 
£* in 3) eine 4) analoge Gleichung der Form 

5) ^ (*, 2 /) = # 0 , 

und der Koefficient von geht aus der Funktionaldeterminante 

von qp, ^ fur <p = ^ hervor, verschwindet also, d. h. 

6) 0 = ^. 

In 5) und 6 ) sind die gesuchten Relationen gefunden. Die Gleichung 5) 
sagt aus, dass eine gewisse Potenz von ÿ sich als ganze rationale 
Funktion der ^ associierten Formen /*, ^ 2 , ..., ip m darstellen lässt; 

Gleichung 6 ) liefert eine Relation zwischen den letzteren m + 1 
Formen allein. 


4, Besonders wichtig ist der besondere Fall der Darstellung in 
Nr. 3, in welchem für die Kovariante ^ die zu Grunde gelegte 
Form f selbst genommen wird, weil in diesem Falle die in Nr. 3 
genannten beiden Relationen wegfallen und die Formen des Systems 
sich durch m von einander unabhängige Formen, die ein f 
associiertes System bilden, rational ausdrücken. 

Sei 


7) v ■ 

Es wird dann 

8) 

dénn 


+ 


^ gl) 1 


rj + ... + u m rj m 


Uq f(x } y ) 1 


I M 0 -A 

1 «h-0; 


8 àf df df df n 
1 dx dy dy dx 

Die beiden Relationen 5) und 6 ) Nr. 3 werden also hier zu den 
Identitäten f=f und % = (), und das f associierte System besteht 
nur aus den m von einander unabhängigen Formen 

/* ; ^2 ? ^3 } * * * ? • 

Das Produkt irgend einer Kovariante qp mit einer ge- 
wissen ganzen Potenz von f ist eine ganze rationale Funktion 
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von /', u 21 w 8 , ..., u m . Man erhält dieselbe, indem man im ersten 
Koefficienten von die Grössen bezüglich durch 

/*, 0, w 2 , u m ersetzt. 

Beispiel. Für die kubische Form 
9) /“= a 0 x 3 + 3«! tf 2 */ + 3 a 2 xy 2 + a* y 3 

ist die Hess esche Form 

10) A (x, y) = (a n a 2 — - a, 2 ) a: 2 + (a 0 a 3 - a, ajicy + (a t a.. - ff/) »/ 2 = 

*=c 0 x 2 +2c l xy + c 2 y 2 . 

Sei nun nach 7) und 3) für 4> = f: 

11) ?/5+-r|| , ?) = A 8 +3M 2 iV+M8’j 3 , 

12) f 2 . j(x-l yl+ s lln) = + 2 C^t) + C,rr, 

so wird 

13) C' 0 =m 0 « 2 — M 1 2 ==/’.M ä , 2C 1 =n 0 u s —u l u 2 =fu ! ., C., = u v u 2 — u 2 ■= — «/. 
Ferner folgt aus 12), wie in 4), und 13): 


f 2 A = C n =fu. 


2} 


U) 

also 

15) f.4 = u 2 . 

Diese Beziehung, welche z/ durch die f associierten Formen /*, t( 2 
ausdrückt, dient auch umgekehrt dazu, u 2 in 11) durch f und 4 aus- 
zudrücken. 

Um u 3 analog zu bestimmen, hat man aus 12) und 13) 


und aus 15) 


x f* (U. dzi - d L d ^\ = op = 

' A ^ \d# dy dy dx) 1 ^ 3 ’ 


w dy dy dx) dx dy 


cf du 


2 


dy dy dnx 


1 6 ) N. = i. f(U. {A J. ( d I. _ «Î. c ^\ 

' 3 \0æ dy dy ir x) 3 \dx dy dy dx /’ 

wo Q die Kovariante dritter Ordnung, dritten Grades von f ist. 

Dieselbe Beziehung würde man auch erhalten, wenn man die 
Kovariante Q direkt nach 4) darstellen würde; denn da 

Q = (a 2 a :i — 3 a 0 a t a 2 +2a^)x s + 

so folgt 

P . Q = V 1 / 3 —3 u 0 u x u 2 + 2 V = f 2 u . à , . 

und hieraus 16). Aus 11), 12), 13), 15), 16) zusammen folgt 
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17) ÿl + ï^-V+SJ.W+Q.tf, 

Für die Diskriminante von f 

B — (a 0 a 3 — a x a 2 ) 2 — 4 (a 0 a 2 — a 2 ) (a x cr 3 — a*) 
ergiebt sich nach 4) oder aus 18): 

Z 18 - JB — W+ 4w 0 w 2 8 = Z* 4 (Ç 2 + 4 Æ ) , 
woraus die bekannte Relation für das System von f hervorgeht: 

19) Rf*-4J*=Q*. 

5. Die V' associierten Formen f\ 4>m können durch 

die /* associierten Formen /*, « 2 , ti m und durch die Formen 

tb und = — ( -r~ — r— ) ausgedrdckt werden. 

1 mv\dxdy dydx) e 

Setzt man nämlich 

v dy v ^ 

so liefert die Taylorsche Reihe 

/■(*»? + «I, hri + yi) = f(h, Je) . rj m + (x ^ + y f(h, k) . ij m-1 S + . . . , 
woraus folgt 

( a a \ * 

X dh + ÿ êk) 

l df dy> df\ 
mv\dx dy dy dx/ } 
dif> 

dx ~ cy> 

Setzt man diese Werte für h und k in f ein und sondert den 
Faktor f m ab, so hat man mit Rücksicht auf 7) 

22) f m . f(h , h) = m 0 ti" 1 4- ^ «! tr ~ 1 * ■ + 2 ) u * W r ** + • • • ' “ M (^i > *)• 

Nun folgt durch Differentiation von 21) 

dh x dk y 


Nun ist aber 


A 


so dass man findet 


21 ) 


v V dx ^ c\u ’ 
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Differentiiert man ferner die Gleichung 22) nach so kommt 

du „ , 

__ f m — 1 


0^1 
0*M 
dip 




i 


d 


woraus mit Rücksicht auf 20) 


x+ w)K h ' lr y 

u. s. w., 


23) 


1 

Ti 


M o^i’+ (i) + ( 2 ) ••• 


2 m — 4 


6 . Um die Ui selbst zu berechnen, kann man zunächst bemerken, 
dass dieselben sämtlich sich reducieren lassen, indem sie alle den 
Faktor f besitzen. Man kann dies, wie in dem Beispiel zu Nr. 4, 
etwa durch Bilden der Hesseschen Kovariante H erkennen. Man habe 

24) H(x, y) = c 0 x im ~ t -\- ft ^ c t x im ~ b y + . . . + <h m- 

wobei C{ ein Ausdruck der Form wird: 

25) d = a 0 ( ° a 0 a i+2 + « i (0 a t a i+1 + a 2 (< > a 2 a t +..., 
mit Zahlenkoefficienten a; das letzte Glied wird 

a ^(t+ 8 )J bezüglich «$(,-+ 1 ) a i(»+s ) 7 

je nachdem i gerade oder ungerade ist. 

Hieraus ergiebt sich 

26) f*. H (xi - ] ^n, yl + 1 = 

' \ m ey ’ m dx v 

= ( 2w f 4 ) CJ*— «1J + ... + 


WO 


27) « 0 w / , w i + 2 + « ï (0 u 1 M|+ a 3 (0 w 3 w/-i + . . . 

wird. Bezeichnet man auf der linken Seite von 26) den Koefficienten 
von 4 — iyi 

ft m ~ A \.f-.m, 

so hat man also 
28> 

und hieraus und aus 27) die Gleichungen: 

«o »/«.-/‘Ä, 

aVfu^pW\ 

a 0 ( * ) /’ M 4 + «ä <S) «8* = P ü™, 

l«o (ä) /’«5+ 


29) 


u. s. w. 
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u,=ßfH, 

u t -f(ß t m+ rt HEW) J 

u. s. w. 

wo die ß, y wieder Zahlenkoefficienten bedeuten. Die Gleichungen 29 a) 
zeigen, dass f in allen u t als Faktor, enthalten ist. Die übrigen 
Faktoren wird man aber besser als durch die durch die Funktionen 

H, iï (1) = (f, H) = (p t , (f, <p t ) = q> a , (/■, q> s ) — 9 >„ u. s. w. 

ausdrücken, wo (f, (p) die Funktionaldeterminante der beiden Formen 
f, (p vorstellt. Man erhält ihre Beziehungen zu den u i} indem man 
diese Funktionen <p t durch f und die berechnet. 

Der folgende, von Hermite eingeschlagene Weg, die u , zu be- 
stimmen, der ebenfalls nur die ersten Koefficienten der Formen be- 
nutzt, liefert am einfachsten die gesuchten Funktionen, wenigstens 
die ersten derselben. 

Hermite setzt zunächst in der Darstellung 

0 = 0 . 

Dann ist 

so dass 

30) — rj) = ^« 0 i ,B + (7) u it m ~ lr l + # > 

wo also sämtliche associierten Formen w 0 , n u u 21 ... sich auf ihr erstes 
Glied reducieren. 

Setzt man in 30) 



so geht die linke Seite dieser Gleichung über in 

— a 0 x m -*Q. 

Die Vergleichung der Koefficienten gleich hoher Potenzen von £ 
und 17 in 30) liefert dann zunächst die Eigenschaft, dass das erste 
Glied von u k den Faktor *)* enthält und dass der konstante 

Fafc de Bruno, Theorie der binären Formen. 16 


oder 
29 a) 
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Teil in diesem ersten Term gleich dem Koefficienten von £* in der 
Entwicklung des Ausdrucks 

/•(1-Oig, Oog), 

V 

also teilbar durch a 0) ist. Um eine bequeme Form dieses Terms zu 
gewinnen, lege man für f die symbolische Form 

/*= (<xx + ßy) m 

zu Grunde, wonach 

ß 0 £) = { « + £(— a ®i + 0«o) } m 


wird. Dann ist der Koefficient von Ç* in diesem Ausdruck 

aa t + ßa o y= «i, «„), 

wo fk (x, y) die mit den Koefficienten a 0f a 19 a 2 , ..., a k versehene 
Funktion h ter Ordnung 

30 a') f t (x v)- 1 ê m - k f(x, V ) 

bedeuten soll. 

Also hat man für u k den Ausdruck 


31) «** = /*(— a Q ) ,a? n + ( ' m — 2)k + ... 

Die übrigen Glieder der Kovariante u k können dann Hach § 14, 6 
pag. 150 durch einfache Differentiationen bestimmt werden. 

Während 

«<>=/■> «1 = 0, 

hat man also zur Berechnung von w 2 , u s , ... zunächst die folgenden 
erzeugenden Koefficienten: 

% 

i 


a. 


fo “1 


r-A-o, 


a, 


1 


a, 


o 


ft =* — V+a 0 a î> 


1 


— fa =2 a^—Saoa^+aJa 


a, 


s> 


0 


1 


—fl 3«!*+ 6 a 0 ä ffl s - 4 a 0 2 a 3 + o 0 3 a 

«0 


45 


—fh =4ffl i 5 - lOfflo«! 8 «* + lOW^s - 5a 0 8 aj « 4 + a 0 *a,^ 

fvg\ 

u. s. w. 


0 


\ 
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I. Bestimmung von Man hat 

«2= «o («o°* — V) af+* <“-*>+ . . . 
Nun ist die Hessesche Form von f: 

d*f d*f 


H= 


1 


m i (m — 1)* 


so dass 
32) 


dx* dxdy 
d*f d*f 
dxdy dy 


- («o«* - a 1 *)£ a(m_2) + . . . , 


2 


U 


2 


f.H. 


II. Bestimmung von u 3 . Man hat 

w 3 = a 0 (2 Ä i 8 — 3a 0 a 1 a 2 + a Q 2 a 3 ) . 2 )_|_ . . . 

Nun ist aber 

2a 1 s —3a 0 a 1 a i + a 0 2 a fi 
der erzeugende Koefficient der Kovariante 


0 = 


1 


df dH df dH 
dx dy dy dx 


m (m — 2) 

die von der 3 (m — 2) ton Ordnung ist. Also hat man 
33) u 3 = /\0. 

III. Bestimmung von w 4 . Man hat 
w 4 = a 0 (— 3 a 1 4 + 6a 0 a 1 2 a 2 -4a 0 2 a 1 a 8 +a 0 3 a 4 )^+ 4 ^“ 2 )+ . . . 

Da nun 

4 (m — 2) = 2 . 2 (m — 2) = 2 m + 2 (m — 4) 

ist, so kann zur Erzeugung der Form vierten Grades sowohl das 

Quadrat der Hesseschen Form JET, als auch die quadratische Invari- 
ante W der vierten Polaren von f \ 

1 foÄ.+ /A\*f 

m {m — 1) (m — 2) (m — 3) \ dx'^* dy) ' ’ 

die nach § 15, 3 eine Kovariante von f ist, verbunden mit /* 2 , heran- 
gezogen werden. 

Der erzeugende Koefficient des Quadrats der Hesseschen Form ist 

(OoOg-V) 2 , 

der erzeugende Koefficient der quadratischen Invariante JET der vierten 
Polaren ist 

» 

(a 0 a 4 — 4 Oja s + 3« 2 *), 
welche die Relation ergeben 

16 * 
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— £= (o 0 « 4 - 4 a t a z + Sa/) 3 («„o* - V) 2 , 


a 


0 


woraus dann folgt, dass 

34) f(f 2 H f — 3 H 2 ). 

IV. Bestimmung von Durch ähnliche Betrachtung findet man 

35) ^--{(2119-?*), 

WO 

y 1 fdf dH' df dH'\ 
m(m — 4) \0a? dy dx ) 

mit dem erzeugenden Koefficienten 

a 0 2 a 5 — 5a- 0 a 1 a 4 +2a 0 a 2 a3+8a 1 2 a 3 — ßa^ 2 , u. s. w. 

Anmerkung. Setzt man in 30) 

ff—l, 0 = 0, V = 1, 

so wird diese Gleichung 


’ 0 = M o gm+ (?) m * §w ~ 8 


+ .. . , 


so dass also die gewöhnliche Methode, das zweite Glied einer Gleichung 
wegzuschaffen, ein specieller Fall der obigen allgemeinen Methode ist. 

Beispiele. I. Für 

f =a Q x 2 -\-2a 1 xy + " ai 2 


ist 


36) 


wo 


II. Für 


ist 


B = a 0 a 3 —a 1 *. 

f = o 0 ic®+ 3 a t x 2 y + 3 a i xy*+ a s y 3 


37) f(xl - i üt + i j£n) - f- { S 8 + 3^ |i? 2 + } . 

III. Für 

f=a 0 x à +éa 1 x?y + 6a i x î y*+4a 3 xy 3 +a i y t 

hat man 

38) ÿl+i|^)=/'.{5 4 +6ffëV+4W + 

Bildet man hier die Invariante Jg, so ergiebt sich die bekannte 
Relation; 

39) 
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7. Anwendung auf die Auflösung der Gleichungen zweiten, 
dritten, vierten Grades. 

Die Hermitesche Methode der associierten Formen, durch welche 
das zweite Glied in der transformierten Form zu 0 wird, liefert 
Auflösungen der Gleichungen f(x\ y , )^=0 1 in welche noch ein will- 


x 


körlicher Parameter — eintritt. Man findet vermöge der Substitution 

in Nr. 2: V 

I. bei quadratischen Gleichungen: 

f(d, y) = f( x , y ) • (£*+ R y*) > 

also für f(ri, y*) = 0: 

t = ±nV zr R, 

d. h. nach Nr. 2 dieses Paragraphen 

1 x> + ^ y] = ± (*y - y*’) V- R > 




eine lineare Gleichung zur Bestimmung der Wurzel woraus 


40) 


ot! 

y 




II. Bei kubischen Gleichungen ist 

Für f(x J \ y ! ) = 0 hat man die Gleichung 
41) • f+3z^ 2 +<^ 3 ==0, 

die nach der Regel des Tartaglia aufgelöst werden kann. Man hat 
alsdann * 

- *= t + tt, 

fi+u*= — Q y 

tu = — z/; 

V 

daher sind £ 3 und u s die Wurzeln der Gleichung 

z 2 + Qz— z/ 3 ==0, 

woraus dann 


«*= - i Q - VW+4 S - 

Nach § 20, l, pag. 212 hat mau aber die Relation 

42) Q*-Rf*+ 4^*=0, 

die unmittelbar liefert. , 

ŸiQ'+^-ïfVR. 
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Die Grössen t und u folgen dann aus den Gleichungen 

*-H-Q+ /V?)» 
« S -K-G-/V*)» 

tu — — A 


wobei die Bedingung 


zu erfüllen ist, wodurch die dritten Wurzeln t und u durch einander 
bestimmt sind. Man findet nun 


8 \dx dy 9 


= (ocÿ — y rf) . (e t + e*tt) , 


wo s eine dritte Wurzel der Einheit ist, und 

“«-fÿ + «(*< + •*«) 


43) 




Wählt man für &, y eines der Wertepaare «, ß, für welche A 
verschwindet, so geht die Gleichung 41) in eine reine kubische 
Gleichung über, aus der man findet 

i — pQ=-ff( U)ß ).yR, 

wo die dritte Wurzel ihre sämtlichen drei Werte annehmen kann. 
Alsdann hat man für die Lösung der kubischen Gleichung die beiden 
Po™.. 


df -, , df , 
3 'dct X+ dß iy 


► 

3 

i 


(a’y'-ß'^.fQice', ß’). 


III. Bei biquadratischen Gleichungen hat man für die trans- 
formierte Form von f 

f« y) = au 4 + w*- 3,b 2 )^} . 

Man gelangt hier direkt zu der zuerst von Aronhold (Crelle Jour- 
nal 52) gegebenen Auflösung, indem man auf 

44) 0 - £ 4 + 61fgV+ 4 W+ (J 2 f*- 3 fi 2 ) i f 

eine der bekannten Methoden, etwa die Euler sehe, verwendet. Hier- 
nach setze man 

— *=t + u + v 

n 

und substituiere die Potenzen dieses Ausdrucks in 44). Dann kann man 
die Gleichung 44) ersetzen durch folgende drei Gleichungen 
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**+«!*+ «*--3 JJ, 

t 2 u 2 + t 2 v 2 +'u 2 v 2 = 3 H 2 - \J 2 f\ 

, T 

tuv= — 9 ? 


aus denen die Grössen £, m, v vollständig bestimmt werden können. 
Nun bilde man die kubische Gleichung, deren Wurzeln t 2 , w 2 , ü 2 sind. 
Dieselbe lautet 


45) 0 - 1 2 ) (z - w 2 ) (> - r 2 ) = s 3 + 3 (3H 2 — \ J 2 f 2 ) * - ~ = 0, 


wo t) u,v ausserdem noch der Bedingung 



£wv = — 


T 

2 


genügen müssen. Setzt man jetzt in 45) 

und führt dadurch an Stelle von z die neue Unbekannte A ein, so 
geht die Gleichung 45), unter Berücksichtigung der bekannten Relation 
[vergl. § '20, 2, 16)]: 

- T 2 = JJ*- J 2 f 2 H+ 4 JJ», 

über in die § 20, 3 aufgestellte kubische Resolvente 

Q (A) = X ' * — «Tj X -f“ 2 «Tg *= 0. 

Sind A n A 2 , A 3 die Wurzeln der Gleichung Q (A) = 0, so hat man 

n^Y^-H, v-yL^-H, 


wo für die Vorzeichen der drei Quadratwurzeln die Bedingung 


tuv = — 


T 

2 


zu erfüllen ist. Man sieht, dass t y u, v bis auf das Vorzeichen mit 
den Werten übereinstimmen, den die § 20, 3 , 24) und 26) aufge- 
stellten quadratischen Formen <p, i/>, % für ein beliebiges Wertsystem 
x , y annehmen. Daher kann inan die Lösung der biquadratischen 
Gleichung nach Aronhold auch schreiben: 



wo 


T 


(±9>)-(±*0*(±x) — - g* 

Eine andere Lösungsform der biquadratischen Gleichungen er- 


x 


giebt .ich, mdcm ma. - » bctimmt, d«. 
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T(x,y) = o 


a 


wird. Sei z irgend eine Wurzel von 
P 


T (r 0 - # - 


so zerfällt dann die Gleichung 

0 = g 4 + 6 H(a, ß ) . IW+ [^2 ./■*(«*, 0) - 3tf>, 0)]rç 4 
in das Produkt 


{l*+ [3 H(a, ß)+Vl2H\a, ß)-^.^«, ß)]y*}. 

. { g*+ [ 3 if («, ß) -V12 H*(a, ß)-J 2 . f*(a, 0)] r ? } , 

woraus 

\ -y- 35 («, 0) +|/r 25 * («, ß) - , 


ein Ausdruck, der vier verschiedene Werte annimmt. T*=0 tritt 
also hier an Stelle der früheren kubischen Résolvante, und diese trennt 
in der That auch nach dem Früheren gerade die drei quadratischen 
Faktoren von T. 


t 


8. Endliches Formensystem für die kubische Form. 
Die f associierten Formen von 


f = a 0 # 8 + 3a x x?y + 3 a 2 xy*+ a 3 y* 

lauten 

%=f, ^1 = 0, u 2 =f.4 } u 3 =f. Q, 

und die z/ associierten Formen ergeben sich nach 23), so dass man 
auch, unter Benutzung der Relation Gayleys 

0 , 

die Darstellung hat: 


- ï ^ v, yt+T d ^n)=ft 3 -T QVn + i mj - i W- 

Hiernach und nach Nr. 3 dieses Paragraphen kann also jede 
Kovariante oder Invariante <p von f ausgedrückt werden, entweder als 
ganze rationale Funktion der Formen /*, ^/, Q 1 dividiert durch eine 
entsprechende Potenz von f 7 oder als ganze rationale Funktion der 
Formen f , Q , R, dividiert durch eine Potenz von in der Art: 

wo % und g> rationale, ganze Funktionen der eingeklammerten Formen 
bedeuten. 

Mit Hilfe der Gayleyschen Relation lässt sich nun zeigen, dass <p 
stets auch eine ganze Funktion. der Grundformen /*, Q , R ist. 
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Zunächst lassen sich die Funktionen % und to in der Form 

x (/', 4,q)= zo(f,A R ) + Q-Zi (f, R ) , 

® (fi Q, R) =®o (f> ^,R) + Q-e> 1 (/■, A R) 

darstellen, wo fo, &, œ o> œ i ganze Funktionen von /*, z/, R bedeuten 
und Q nur noch linear vorkommt. Man hat also 

49 ) j- x Ofo+ Q% i) - Jr K+ Q<°i) » 

woraus folgt, da Ç als willkürlicher Parameter betrachtet werden 
kann, dass 

1111 
f* A l 0,0 > f * ^ ~~ A x 01 ' 

In der That hätte man andernfalls in 49) eine in Q lineare 
Gleichung zwischen Q und den übrigen Grundformen, die wegen des 
ungeraden Charakters von Q nicht existieren kann. 

Aus 50) schliesst man alsdann, dass, da f und A von einander 
unabhängig sind, % 0 und %i durch /**, co 0 und o 1 durch A x teilbar 
sind, womit bewiesen ist, dass in der That jede Kovariante oder 
Invariante q> der kubischen Form als ganze Funktion durch 
die Grundformen /*, zf, #, R ausdrückbar ist. 

9. Endliches Formensystem für die biquadratische Form. 
Es sei 

f= a 0 oct+ Aa^y + &a^x 2 y 2 + 4 a 3 xy*+ atf 

die Form vierter Ordnung. Die Hessesche Form derselben sei H , 
die Kovariante sechster Ordnung sei T, und und J 3 seien die funda- 
mentalen Invarianten von f. Dann sind die f associierten Formen 

«0 = /> «1—0, u a =f.H, u a =f.T, U4=f(J t f*—3H*). 

Die H associierten Formen ergeben nach 23) und mit Hilfe der 
Relation für T 2 die Darstellung: 

+ f T(J s f- J t H ) W+ kfW- Wrf. 

Jede Kovariante oder Invariante <p der biquadratischen Form ist 
also hiernach und nach Nr. 3 dieses Paragraphen in der doppelten Form 

<p=f Z(t\ H , T, J t ) - jL m (/, H, T, J t , J a ) 

ausdrückbar, wo % und œ ganze rationale Funktionen der eingeklammer- 
ten Formen bedeuten. 
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Mit Hilfe der Oayleyschen Relation zwischen den Grundformen 
von /*, nämlich 

J % f*H+ 4jH 8 , 

kann man nun bewirken, dass die Form T in den Funktionen % ui;d 
œ nur noch linear vorkommt. Man kann dann setzen 

z(f, H, T, J t ) = u (f, H, J 2 ,J b ) + T. Zl (/', H t J a , J s ), 
œ (fi H, T, J%, J $ ) <= oj 0 (f, H , J 2 , J s ) + T.a 1 (f, H , J 2 , J s ), 

woraus man die Beziehung 

p (Zo+ T Xi) = ffx (<°o+ Tm i) 

ableitet. Durch dieselbe Betrachtung wie bei den kubischen Formen 
(indem auch T unter den Formen /*, H, T, J 2 , die einzige mit 
ungeradem Charakter ist) findet man daraus die beiden Gleichungen 

1111 
f x Xo JJÎ * œ 07 j'y Xl * 

Da nun f und H von einander unabhängig sind, so folgt jetzt 
unmittelbar, dass %o un( * Xi durch /**, co 0 und durch H 2 teilbar 
sind, so dass also jede Kovariante und Invariante <p einer bi- 
quadratischen Form f eine ganze Funktion der Grundformen 
/*, H , Tj J 2y Jg, in die man T linear eingehen lassen kann, ist. 


§ 22. Typische Darstellung, insbesondere typische Darstellung 

der Form fünfter Ordnung. . 


1. Der in § 21 gegebenen Darstellung durch die associierten 
Formen lassen sich noch analoge zur Seite stellen* Seien <p(æ, y) 
und ^ (#, y) zwei Kovarianten der Ordnung ja und v von f(x 7 y) 7 so 
kann man in f(x\ y 1 ) die Substitution vornehmen 



wo 

UJ 

oder 






? 


1 /d<p dty d(p"dif>\ 
y,v\dx dy dy dx) } 


* Eine beide umfassende Darstellung findet man in Clebsch, Binäre Formen 

§ 81 u. f. 
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Die absoluten Werte der Substitutionskoefficienten sind dabei will- 
kürlich so bestimmt worden, dass die Determinante der Substitution 1) 
oder 2) gleich 1 wird. 

In der Entwicklung 


werden dann wieder alle Eoefficienten w 0 , w 15 n m Kovari- 
anten. Denn es wird 



d. h. u 0 ist nach § 15, 6 eine Kovariante von f. Die übrigen Koeffi- 
cienten entstehen, indem man in den Polaren 

! . , A 1 1 1 A A V 1 d<P 1 d<p 

zugleich x, y durch — — > — und x..y x durch - ? — er- 

6 ' y v dy vdx 1,yi ydy ydx 

setzt, was wiederum, indem man genau wie in § 15, 6 schliesst, nur 

Kovarianten von f(x } y) liefert. 

Bildet man für irgend eine Form % des Systems von f den Aus- 
druck % (a/, ÿ) mittelst Gleichung 3) und setzt dann a?, y für t/, 

wobei Yd • £, Yd • V zufolge der Gleichungen 1) bezüglich in ÿ über- 
gehen, so zeigt sich, genau wie in § 21, dass jede Form von /*, mit 
einer Potenz von A multipliciert, eine ganze rationale Funktion von 


^ Wo? •••? fPj 

wird, während zwischen diesen Formen und A noch vier Relationen 
bestehen. 


2. Wir wollen den speciellen Fall, dass (p und tl> lineare Ko- 
varianten von f sind, noch näher betrachten. Dies kann zunächst 
nach § 14, 2 nur dann eintreten, wenn f eine Form ungerader 
Ordnung ist. 

Alsdann werden alle Eoefficienten in 3) 


Wq; ^1) ^2) j 

sowie A) Invarianten von f. Die Darstellung 3) wird in die- 
sem Fall eine typische genannt. 
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Seien die beiden linearen Kovarianten von f{x^ y) 
4) Px + Qy, P'x + Q'y , 

deren Determinante 


4a) A = ¥Q'-1>'Q, 

so können wir in diesem Falle in 1) direkt x , y fur #*, %f setzen und 
die Substitutionen 1) und 2) schreiben 

5 n |V^.5-= Px + Qy, 

\y2. n = P’x+Q'y, 

oder 

)V4.x=Q'£-Qr J , 

} 1 } /J.y=-P’l + Pr l . 

Hieraus folgt: 

6) y) *= 4>5"‘+ (*J*) + + A "‘ n"‘ , 

WO 

. A 0 = f($ , - P>)-, 

allgemein 


/ 



{WO 




m (m — 1) . . . (iw — 1c + 



• y — — 

Vi = P- 


Die vier Relationen ergeben sich, indem man die beiden Ko- 
varianten 4) aus 6) bildet. 

Wir benutzen diese Darstellung nun, um einen wichtigen Satz 
von Clebsch* zu beweisen, welcher für eine Klasse von binären 
Formen die Frage beantwortet, unter welchen Umständen zwei 
binäre Formen f, f linear in einander transformiert werden 
können. Dieser Satz lautet: 


3. Wenn zwei Formen f(x, y\ f , (x?,y , \ m ter Ordnung, gleiche 
absolute Invarianten besitzen, wenn ferner f (x, y) zwei lineare 
Kovarianten <p(x,y\ y) von nicht verschwindender Deter- 
minante besitzt, und dieselben Kovarianten, für ge- 
bildet, also ebenfalls eine nicht verschwin- 

dende Determinante haben, so hat man vermöge der linearen 
Substitution 


* Binäre Formen, § 92, pag. 865. 
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7 n I ^ !0 — * • 9» (*» y), 

wo A, fi Konstante vorstellen, die Gleichung 

f /) =f(*, y)- 


Unter absoluter Invariante ist eine solche verstanden, welche bei 
irgend einer linearen Transformation von f unverändert bleibt* Die 
Gleichheit entsprechender absoluter Invarianten ist also eine not- 
wendige Bedingung für die Transformierbarkeit von f in f. 

Um nun die etwaigen weiteren Bedingungen für die Überführ- 
barkeit von f in f zu erhalten, sei zunächst r die hierzu zu be- 
nutzende Substitutionsdeterminante, i\ i irgend zwei entsprechende 
Invarianten vom Gewicht j>, j\ j solche vom Gewicht q , so hat man 


8 ) 

oder 




ih 

f p ‘“j p 


Hier ist — eine absolute Invariante. 

f 


Besteht die Gleichung 8 a) 


nach der Annahme, so liefert irgend eine der Gleichungen 8) die 
Grösse r . 

Es sei ferner 


9) y^Px + Qy, il>=‘P'x + Q'y, d = PQ r —P'Q, 


wo à der Voraussetzung nach nicht verschwinde. 

Man kann dann diese beiden Kovarianten zur typischen Dar- 
stellung nach Nr. 2 benutzen und hat nach 5), 6): 

|/z/-£ = ç>, Y2.r) = il> y 

(Y2) m . / = (*£) A t &*-' n +...+ A„,r , 

und ebenso 




yj . g' = ç/, 

(VAT .f'-AJ p« + (*) A'«'— V + - + A' m v' m , 


wo auch z/' von Null verschieden sein muss. 
Seien nun v, v f die Grade von <p, ^ und 


* Absolute Invarianten sind demnach entsprechend gebildete Quotienten von 
Potenzen von Invarianten, deren Zähler und Nenner gleichen Grad in den Koef- 
ficienten besitzen. Vergl. § 20, 2 , Anmerkung 2. 
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m v — 1 m 1 / — 1 


die Indices von il > , so würde für die fragliche lineare Trans- 
formation 

12) cp'(a!,tf) = r*.(p(x 1 y), (V, y') = r*'.ip (x, y). 

Umgekehrt hat man in 12) eine lineare Transformation 
mit dem Modul r, von welcher nur noch zu zeigen ist, dass 
sie f in f überführt. 

Aber man hat vermöge 12), indem man die Grade von A 0} A x , ... 
berechnet: 

j' = 1 . j Ä A m <’+*'>. J, 

A' 0 = = r r im '’+v. A 0 , 

Wl 

Jl ^>n-l)C»' + l)+(» + l> A [(m-l)» +»+l] * 

=r (m— 2)(»' + l) + 2(»+l) K“— 2)»’ + 8v+l] j 

2 "2 * 2 

allgemein 

j! k = ft™ - *) (*' + 1) ■ + * (* ■ + 1 > . A k — r y [(m ” ■ k) *' + * + n . A k ; 

ferner 

• Ä ?! ==r -(« , +i).? =r -(*'+D. J., 

JL _ ?' = ,^-(*+ 1 ) . t = ^(*+ 1 ) . _ 3 _, 

)/Z ^ .V2f 

so dass nach 10), indem man diese Werte in 11) einsetzt, folgt 

f 0\ «/) = /■ («, 2/), 

wie behauptet war. 

Anmerkung. Für Formen gerader Ordnung kann man, indem 
man zur typischen Darstellung nach Nr. 1 dieses Paragraphen quadra- 
tische Kovarianten <p, t benutzt, einen dem Satz dieser Nummer 
analogen Satz aufstellen. Für diese Darstellung und den bezeichneten 
Satz von Clebsch sei indes auf dessen Binäre Formen, § 102 flg., 
verwiesen. 

4. Typische Darstellung der Form fünfter Ordnung*. 

Wir behandeln die Aufgabe, die Form fünfter Ordnung 

f = a 0 x b + 5 a^y + 10 a 2 x?y 2 + 10 a s x 2 y s + 5 a^xy* + a 5 y b 

so zu transformieren, dass die Koefficienten der Transformierten sämt- 
lich Invarianten sind. Dazu benutzen wir die beiden linearen Ko- 
varianten bezüglich fünften und siebenten Grades (vergl. § 18, 4) 


* Cayley, Achtes Memoir on Quantics, Phil. Trans. 1867, pag. 641. 
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13) q> = Px + Qy , f = P'x + Q'y, 
deren Determinante ist 

J = PQ'-P'Q. 

Bezeichnen nun J e , J 13 , J ls die vier fundamentalen Invarianten 
von./*, so ist . 

14) J 13 . 

Machen wir nun die Substitution 



woraus 
15 a) 


£- 

v = 

t 


l 

2VJu 

I 

2VJu 


( Px + Qy ), 
(P'x + Q’y), 


V^ia • y = ~ P't + P J /> 


eine Substitution, deren Modul 2 ist. Hieraus findet man fur f(x,y) 
die typische Darstellung 

16) (>/^) 5 ./'(a:,yJ=^ o i 5 +5^ 1 i 4 ij+10-4 2 i®ij 2 +10^ s i*ij s +5^Jij*4-A , l 6 > 


wo Aq, A lt ..., A & Invarianten von f sind, und zwar 



für x = Q\ y 


6.4...(5-*+l)A-(*, 8 ~ + *,^)V 
~P\ Xi Q, P. 


Die Invarianten A 01 A n ..., A 5 sind bezüglich vom 36 34 ten , 
32 ten , 30 ten , 28 ten , 26 ten Grad, wonach A 1} A 31 A 5 die Invariante J 18 
als Faktor enthalten müssen (vergl. § 12, 1&), so dass nach Absonde- 
rung desselben noch Formen bezüglich vom 16 ten , 12 ten , 8 ten Grad 
bleiben. 

Dass A 0 , A 1 , ..., A b Invarianten sind, lässt sich nach Cayley 
auch so beweisen: 

Nach § 10, 8 genügt jede Invariante den beiden Differential- 
gleichungen 
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0 = a„ 


d_ 

da x 


+ 2 a x 


d_ 

da 2 


4- . • • -h 5^4 


d 


0 = ük h 2 ö 4 h • • • 4" §a l - — ? 

da* 


da. 


da < 


oder d = 0, d f = 0. 

Für die Kovarianten Px + Qy, P'x + Q'y hat man aber die Re- 
lationen (vergl. § 14, 6, Anmerkung) 

dP = 0, SQ = P, ÖP' = 0, SQ'=P\ 

Hiernach ist, indem man hierbei i;, y als konstant zu betrachten hat, 

S(Q'è-Qy) = P'S-Py, 

d(-P'£ + Py)~ 0. 

Wendet man die Operationen d, d f auf die rechte Seite von 16), die 
= /*($'£ — Q*h — P'% + Py) ist, an, so findet man für Q f % — Qy=Pi. 
— P , % + Py = q: 

3f(j > , q) = (5 a 0 p*q + 2 . lOfl^p 3 ^ 2 + 3 . 10 a%p % q* + 4 . ha s pq 4 + 

+ 5 « 4 2 5 ) — (5a 0 p*q+ 5 . 4a x p s q 2 — 10 . 3a 2 p 2 q 3 — 1 0 . 2 a 3 p q 4 — 5a 4 g 5 )= 0 
und ebenso 


*/;(*, a)-«. 

Damit ist aber die Invarianteneigenschaft der Koefficienten der rechten 
Seite von 16) bewiesen. 

Nach den Berechnungen von Hermite und Cayley* sind die 
Werte von A 0 , -4 17 ..., A h die folgenden: 


36 A 0 

36^ 

36 A 2 

m 

36 4, 

36 A 4 

36^ 

+ 

- Ws 

+ ^4 6 ^8 

- Ws 

+ e7 4 5 e7g 

- W* 

+ 

-3J 4 2 J 8 -/is 

+ J^J U 

3 J^e/ge/jg 

+ 

3 e/g e/jg 

+ 6 J* 

+ 24 J 4 Ji, J 18 

+ 6 W* 


+ ßJ^Jg 2 


- 39J 4 *J S J V , 


- 27J 4 V 8 J 12 


— lÖJ/JgJjj 


+ 9J/J 8 8 


+ 9«7 4 *<7 8 8 


+ 9J.J, 8 


- 54 


-42 J 4 *J lä 2 

H 

-30<W 


- 12 


90J±J s 2 J 12 


— 54J 8 2 «7 1ï 


+ 288J i J s J li i 
+ 1152J- 12 8 


+ 144 J 8 J 12 2 





Für ^i 8 =0 wird 

18 ) (V^ü) 5 •/(«, y) = I (A5 4 + lO^s IV + 5 ^ 4 i ? 4 ), 


woraus zunächst die algebraische Auflösbarkeit der Gleichung f{x^y )= 0 
für J 18 = 0 folgt, ein Resultat, das schon in § 13,2 erhalten war. 
Ferner folgt aber aus 18), dass alsdann die lineare Kovariante 


* Phil. Trans. 1867, pag. 654 (Addition). 
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fünften Grades, Px + Qy , ein Faktor von f wird, und endlich folgt 
für den übrigbleibenden Faktor vierter Ordnung von f (da derselbe nur 
die Quadrate von £, ^ enthält), dass dessen Kovariante T ebenfalls 
Px+Qy und ebenso P'x+Q'y zum Faktor hat, dass also die Form f 
derart specialisiert ist, dass eine Wurzel von f= 0 zugleich Wurzel der 
Gleichung sechsten Grades T= 0 ist, wo T die Kovariante zu der zu dem 
übrigen vier Wurzeln von f= 0 gehörigen Form vierter Ordnung ist. 

5. Eine andere typische Darstellung der Form fünfter 
Ordnung gründet sich auf die Substitution vom Modul y: 

2 £ = #' + 2 / 

19) ^1 


2- 


oder 




f i = — x f + y' 


19a) 






n 


l 


Diese Substitution liefert 




20) (2]/J^) 5 •/•(*,?/) = /■{ [Æ + Q f + (A - Q fa) i/] , 


17 : 


Q L 

f-v 


^ + (k +PM ) y ]i 


P' 

oder LVl/^ 

20 a) fix, y) - P 0 P 5 + 5P X x! i y , + 10 P 2 a:' 3 iy' 2 + lOPgZ'V 8 + 5P 4 tf ' </ 4 +P 6 y* 6 , 

wo die Bi Ausdrücke ersten Grades werdeD. * 

Bezeichnet man nun die quadratische Invariante der vierten Polare 
von f, d. h. die quadratische Kovariante zweiten Grades durch (vergl. 
§ 15, 4 und § 17,2) 

21) i = (a 0 a 4 — 4a x a 8 + 3 aj) x i + (a 0 « f) — 3a,a 4 -f 2 a 2 o 8 ) xy + 

+ (a x o 5 — 4 oj« 4 + 3a 8 2 ) y 2 = G,,.* 2 + 2G 1 x?y + C 2 y 2 , 
so ist nach § 18, 4 und §17,2 

22) </ 4 = [*, i\ = 4(6\ 2 — G 0 C 2 ) ; 

P « . . 

Gq^ + G,!/ Gjaj + Gg«/ ’ 

„ ! = - 2 (G 0 <? 2 - 2G, ÇP + G 2 P 2 ) = 2J 12 ; 


P'«+ $'y ; — 2 
iP <? 

Q' 


P' 


also 


* = J { G 0 («'S - Qrff + 2C X (£'g - $ 12 ) (- P'g + Pi?) + 

+ c; (- p' g + Pi?) 2 } = j { J 4 J 12 g 2 - J 12 i? 2 } = JJ 2 - i? ä , 

^12 


Faà de Bruno, Theorie der binären Formen. 


17 
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22 a) 




Ersetzt man in der Form i, geschrieben in den Variabein x , y, 


# ' d 

die Variabein x , y bezüglich durch — , 

v y 


dx 


und wendet die hierin 


angedeuteten Operationen zweimal hintereinander auf die Form f selbst 
an und führt diesen Prozess ebenso an den in den Variabein x\ y ' 
ausgedrückten Formen i und f— f (y> j/) aus, so ist nach der symboli- 
schen Bezeichnungsweise des § 18,4, da der Modul der Substitution 
zwischen den x , y und a/, y f gleich 1 ist: 

[< (*, y)\ = WJ^y\ f V, y)l — VJ, V, y), 

[i (*, y), [< (*, 2 /), /•(*, 2 /)]]= J, ■ = 120 (Æ,*'+ B^). 

Die lineare Form fünften Grades J±(B 2 x ? -f B 3 i/) ist aber von der 
Form Px + Qy nicht verschieden. Denn setzt man wie in § 15,5,11 
und in den Tabellen: 

so ist 

Bx + Qy — - 1 [i, ß = J, (B 2 oc? + B,y ') . 

Nun hat man nach 15) und 19) 


oder 


Bx + Qy 

2 




y+y 

2M 


P* + Qy= 


woraus 


b ^ + J5 s y = 




o'+y), 


und endlich 
23) 

so dass 


■®2 -®3 / 4 


(M ) 5 


(rf+y’) 


12 


(m 


l-VG, 


23a) /•(*, y) -£ 0 a«+ Ö.B^y+lO/G’.a/y» (x'+y')+5B i z/y ,i +B ri y'-' 
und 

i(^,2/)=M.yy. 

Damit nun der in 21) gegebene Ausdruck von i, för die rechte 
Seite von 23a) gebildet, den Wert 22a) annimmt, müssen zwischen 

den Koefficienten B u , B lt B é , B h , ÿC die Relationen bestehen 
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tBoBt-àByc+SC-O, 

24) j -Bj _B 6 - 4B 4 ÿc + 3 C = 0,_. 

B 0 B 6 - 3B t B t + 2C = yj t . 

Die Eoefficienten 

-®o? -®i» G i -®4) -®ß 

der Hermiteschen Darstellung sind sämtlich Invarianten von 
f und können daher durch die Formen 

^4> ^12 

ausgedrückt werden. Setzt man 

S 0 S 6 = A 9 B x S A — B } 

so hat man nach der dritten Gleichung in 24) die Relation 

25) A-3B + 2C-YJ„ 
wo 

C = J a : (VJJ*. 

Setzt man ferner zur Abkürzung 

(9C i +lßBC — AB) i — 24:*BO s = D, 

so hat man zur Bestimmung von 2? 0 , B t durch Auflösung der ersten 
beiden Gleichungen in 24): 

25 a) 72 ^ )ö * B o - B ( A - 16 - 9 C \ A + 16 G ) + ÇA-16C) VT), 
24 (ŸCy. B l =>9C 2 + 16 BC-AB-ŸD 

und durch Vertauschung der Zeichen von ŸD : 

25fe . i24(yC) s .B i ^9C i + 16BC-AB + ŸD, 

’ 12(yC) & . B h =-B(A — 16 Cy — 9C*(A + 16C) — (A — Ï6C) ŸD, 

wo für die Grössen A, B, C die Relation 25) gilt. 

Die noch fehlende Relation zwischen den Grössen A, B 9 C und 
den Invarianten J 45 J 89 J 12 der Form f erhält man auf folgende Weise. 
Man bildet wieder wie oben an der typischen Darstellung 23 a): 


ri n yjW)= 

ihn v*i d 3 i d y . 

= - 20 yj 4 (B^s+ZŸC^ÿ + 3 ŸCx'y 12 + B^*) 60 j. 


Bildet man nun die Funktionaldeterminante 

27) - (i,j) = J \ (B ia p + yc.W - 1 /CMr - Bd>) = 93,5 

und ferner die Funktionaldeterminante 


17 * 
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28) (i, Px + Qy) = (YJ a . rfy', J A y'C'O'+f/)) = P'x + Qfy = 

= ~ • VC(af- Y) - 9»i, 7, 

so hat man die Formen 11) und 15) des auf pag. 199 aufgestellten 
Formensystems in typischer Darstellung , wobei sich 28) übrigens 
direkt aus 15) und 19) ergäbe. 

Die kubischen Formen 

j und (*, j), 

die bezüglich vom dritten und fünften Grad sind, liefern alsdann 
durch den Prozess 

-{[), (*,))] 

die Invariante achten Grades: 


29) J^iYJj-i-ü + C), 


so dass man nun die folgenden Relationen hat: 

[A-SB + 2C=YJ i , 

( r _ 


30) 


woraus man ableitet: 


30 a) 


B 


B+c (vif’ 

^4 3 ~~ ^^4^8 ~t~ ^12 

(V'hf ’ 

^4 ^8 + J 12 

^r \5 5 


(YJÙ 

() _ _*^l 2 

(Ä)*’ 


was dann unmittelbar die Werte der typischen Koefficienten 

B 0 , Bi, B„ B ri 

aus gedrückt als Funktionen von 

^8; *^12 

liefert. 

Da aber diese Koefficienten B und ÿC homogene Funktionen 
erster Dimension der Koefficienten von f sind, so genügt es, den 

ganzen Ausdruck , auf der rechten Seite von 23 a) durch zu divi- 
dieren, damit nur noch zwei Parameter 

81) fl'-ÿ 

auftreten. Man erhält dann 
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wo 


/>, !/) 


= 2V' 5 + + io ys’uf y* <v + </) + 

+ 5 J B' 4 a/ÿ' 4 + if' 5 ÿ' 5 , 



^L'= i= 1 + if' -- 3i/, 

y^ 

j?=-^=h'-h 

y^ 

und die aus 25a) hervorgehenden Gleichungen. 

Zusammenfassend kann man die Hermitesche typische Darstellung 
so aussprechen: 

Vermöge der Substitution vom Modul 1 


2 p, . yji, .x-w+Q yj 4 )^ +(çf-çyjd. y, 

2 M • y^i ,.y — (p'+pyj 4 ) (- p'+pyj*) 2/, 

wo 

P# + #y, P'x+Qfy 

die linearen Kovarianten fünften und siebenten Grades der 
Form fünfter Ordnung f(x,y) vorstellen, geht 

f (* , ÿ) 

M 

in die typische Form 32) über, deren Koefficienten durch 32a) 
bestimmt sind und nur noch zwei Parameter, die absoluten 
Invarianten H und H f 31), enthalten. Die Variabein af 9 \j 
sind die linearen Faktoren der quadratischen Kovariante 
zweiten Grades i von f. 

Man hat also hier eine analoge Darstellung von /X^ÿ)? wie die 
erst durch Auflösung einer kubischen Gleichung erzielte kanonische - 
Gleichungsform von f in § 8,3 und § 13, l und 2 . Auch die letztere 
Form enthält nur die beiden Parameter B, C, welche nach § 13, 2 
nur von den zwei absoluten Invarianten 



#2 



A 

*i 3 


abhängen. 



Siebenter Abschnitt. 


Specielle Theorien. 


§ 23. Der Reciprocitätssatz. 

1. Nach Hermite* entspricht jederKovariante (Invariante) 
p*® 11 Grades, i/ 4 ®* Ordnung, einer Form m ter Ordnung eine Ko- 
variante (Invariante) m* u Grades, i/*® 1 Ordnung, einer Form 
p 4 ®* Ordnung. 

So sind die Invarianten der quadratischen Form allgemein von 
der Form Z>*, also giebt es eine von jedem geraden Grade. Aus dem 
Hermiteschen Satz folgt dann unmittelbar, dass jede Form gerader 
Ordnung eine quadratische Invariante besitzt. 

Ferner zerfällt jede Kovariante einer quadratischen Form f in das 
Produkt einer Potenz der Invariante D mit einer Potenz der Form f 
selbst. Sei etwa 

eine Form (2 /l i + 1)*® 11 Grades. Also hat jede Form ungerader Ord- 
nung eine Kovariante zweiten Grades und zweiter Ordnung u. s. w. 

Beweis des Hermiteschen Reciprocitätssatzes. 

Sei 9 eine Kovariante p ten Grades, v ter Ordnung, der Form m^ T 
Ordnung 

= a 9 (x — a 1 y)(x — a t y)...(x — a m y), 

wenn cq, •••> die Wurzeln von /*= 0 bedeuten, so dass 

f=a 0 .N(x-ay), 

wo N die Norm der m - deutigen Funktion x — ay bezeichnet.* Dann 
sind die Koefficienten der Form 

* Hermite, Sur la théorie des fonctions homogènes à deux indéterminées, 
Cambridge and Dublin Math. Joum. 1854. 

** d. h. das Produkt der m Werte von x—*ay. 
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2) a 0 ?. N {z 0 + az 1 + a 2 8 2 + ... + a«z ( ,} 

ganze Funktionen p ten Grades der Koefficienten von /*, so dass jede 
ganze Funktion q** u Grades der Koefficienten von /*, wie z. B. 
die Koefficienten einer Kovariante p ten Grades von f oder 
eine Invariante ç ien Grades von /*, sich linear durch die Koef- 
ficienten von F ausdrücken lässt. Denn die Koefficienten von 
F stellen alle möglichen einfachen symmetrischen Aggregate bis zum 
çten (j ra( j (j er Wurzeln « vor, durch welche also jede ganze Funktion 
Q ten Grades der a 0 , a m linear ausgedrückt werden kann. 

Da es ferner ebensoviele irredueieble einfache Koefficientenaggre- 
gate Grades, als irredueieble einfache Aggregate, welche die Wur- 
zeln symmetrisch bis zum p ten Grade incl. enthalten, giebt, so kann 
folglich jede ganze Funktion der a 0 , a 1? ..., a m p ten Grades nur 
auf eine einzige Art linear durch die Koefficienten von F 
dargestellt werden. 

Zunächst führen wir nun die Formen <p, F in symbolischer 
Darstellung ein, nämlich 

3) f=(bx + cy) m , 

WO 

«o = (&")> «1 = 1 c), a s = (6»-*c 2 ), ... 

Dann ist 

<p = <p {(Ir), (b^c), ..., (*»), », y\ 

und 

4) F = (A O 0 O + + A 2 0 2 + . . . + AqZ^f 1 , 

wo die Koefficienten die symbolische Form haben 

(Ar), A)> ••• 

Die Koefficienten von qp sind lineare Funktionen dieser Symbole. 

Nun transformiere man f durch die lineare Substitution 

5 ) x=j ot + qij, y^p’î + çftli 

wonach a übergeht in . 

« Ql — q 

_ . • 

p — ap r 


Führt man diesen Ausdruck an Stelle von a in 2) ein und bedenkt, 
dass der Nenner 


durch den Faktor 

a 0 «.N(p-pfa)<!, 

in den a 0 v bei der Transformation übergeht, zerstört wird, so geht der 
Ausdruck , , 9 , , „ 

^o + a ^i + + • • • + 

bei der Transformation über in: 
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z 0 (p - ap/y + g t (p - apy- 1 (aq'- q) + h (p - ap'y~ 2 (aq'- qf + . . . 
Ordnet man nach Potenzen von a, so kommt 

2 + %!*“ V - • • • - 

-« (*o (i)l> f_1 l>'-«i(l> e_1 2' + (9- 1 )l J?_ V2) + 

+ (2p^~ 2 qq'+(fi - 2)pe- 3 p'q*) -...} + 

+ «* K 

Der symbolische Ausdruck 4) 

6) AqZq + A 1 z 1 + A^z % + . . . + AqZo 

wird dann erhalten, indem man die neuen Koefficienten der Potenzen 
von cc mit A 19 . .., A Q multipliziert, also zu 

«o (Ai*'-(î) Ap i ~ 1 p'+ ) - 

-*i {A 0 pv- 1 q-A l (p«- l q!+(Q - l)i*-yg) + ...} + 

+ h { Al*“ 2 « 2 --"} 

und setzt man 


• • •} 


7 ) 


A' = 


0 


A- 
A = 


A 0 pn- (?) A^-'p'A (I) A iP d- V 2 - ... 

- AqP® * q + A t (p^- i q r + (p - l)ptf~ 2 p'q) 
AopV - * q* — . . . 


• * 7 


so geht der symbolische Ausdruck 6) durch die Substitution 5) über in 
8) A r 0 z 0 + Al i z x + A! 2 z 2 + . . . + A'qZq . . 

Man bemerkt sofort, dass die Koefficienten 


A * A f A 1 
A 0) ^1) ^ L 
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gerade so mit den ursprünglichen Koefficienten 

A O? A^ , Aÿ , ... 

verbunden sind, als hätte man die Form 


9) A 0 &-[J)A 1 xe- 1 y + ... 

vermittelst der Substitution 5) in 

9a) A' 0 £<! — (i) A' 1 &- 1 rj + ... 

transformiert. Vergleiche § 10, 2, 5) oder die Beispiele pag. 104 
und 106. 
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Nun sind die Koefficienten der Kovariante <p von f lineare Funk- 
tionen der symbolischen Koefficienten 

(4"), (4 m- 1 4), (4"“*4*), -, 

die Koefficienten der Kovariante <p der durch 5) transformierten Form 
f dieselben linearen Funktionen der Symbole 

( 4 > m ), ( 4 ,”‘- 2 4 2 ), -, 

und man hat 

10) rKi'»), (A'n-ZA'S), i, n) = 

-*•.¥>{( 4 ,*), ( 4 ,”*- » 4 ), ( 4 — » 4 *), x, y \. 

Aber aus der obigen Bemerkung über den Zusammenhang zwischen 
den A und den A! erhellt, dass man die Gleichung 10) noch auf eine 
zweite Weise auffassen kann. Man kann die Form 9) mit wirk- 
lichen, nicht symbolischen Koefficienten À zu Grunde gelegt denken, 
dieselbe vermöge 5) in die Form 9a) überführen, wo die A! vermöge 
7) aus den A hervorgehen*, und vermöge derselben linearen Substitu- 
tion 5) geht alsdann nach 10), die sich nun mit nicht symbolischen 
Koefficienten schreibt: 

<p { A 0 W , A 0 m 1 A if ..., §, tj) =t ^ 1 ,g) { A 0 m y A 0 m 1 A 1 , . . • , x , y 

die Form g>, welche jetzt zu 9) gehört, in dieselbe Form q> für die 
transformierte Form 9 a) über. Also ist alsdann eine Kovariante 
v ter Ordnung der Form p ter Ordnung 9) und zwar m ten Grades, da (p 
eine lineare Funktion der A 0 m } A Q m ~ l A 1 , ... wird. Vertauscht man 
noch die Vorzeichen von A 17 A s , 4, -, so erhält man in <p eine 
Kovariante von 

11) 4a* + (jj4a*- 1 y-|-... + 4^- 

/ 

Anmerkung. Einen anderen einfacheren Beweis des Reciprocitäts- 
satzes werden wir in § 26 geben. 

2. Bildung der quadratischen Invariante einer Form ge- 
rader Ordnung. 

Alle Invarianten der quadratischen Form 

12 ) f= a 0 x 2 + 2 a x xy + a 2 y 2 = a 0 (x — a x y) [x — cc 2 y) 
lassen sich als ganze Potenzen der Invariante 

D = a 0 a 2 — 

darstellen, sind also von der Form 

13) Dy = a** («! — «g) 2 *“. 

Also hat jede Form gerader Ordnung eine quadratische 
Invariante. 
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Bilden wir zur Bestimmung derselben die Form F: 

14) F= a 0 2 ^ ( + « 1^1 + ä i 2 #2 + • • • + «i 2/< ^ 2 / 1 ) . 

. (* 0 + a i e l + a 8 **s + . . . + a s 2 '' z ip ) 

oder symbolisch 

14a) Z' — ÇAqZq -j- A 1 e 1 + . . . + -A-if, 

wo 

(A/) = n*f> . 

2 (AiAj) = a 0 2 " («j'a/ + «/a/j. 


15) 

Nun ist 


J= a 0 *>' («! — « 2 )*'" = | (a^-“ + Og*'') — ) (a! 2 '' -1 « 2 + a 2 2 '*- 1 «J + 

+ (jf ) ( ft l 2 ‘" _ * «2* + «2*" «l 3 ) — ••• 

oder in symbolischer Form nach 15) 

16) J-2 (A A,) - 2 ( 2 ]*) (A A,-,) + 2 (*/) (AA,->) - ... 

Betrachtet man die rechte Seite von J als nicht symbolisch, 


e^= 2-4 0 ^2/t t — 2^ A 1 Ä2/u — 1 + . • • + ( — ^ Aft 2 , 

so stellt J die quadratische Invariante der Form 2/n ter Ordnung (nach 
Vertauschung der Vorzeichen von A l9 A 3 , A h} ...) 

A^x % v + ) 4 1 ^ 2,, - 1 y + ... + J. 2l ,y 2 '' 

dar, die § 15, 5 , Anmerkung, auf anderem Wege gefunden wurde. 

3. Bildung der quadratischen Kovariante zweiten Grades 
für Formen ungerader Ordnung. 

Bekanntlich besitzt die quadratische Form keine fundamentale 
Kovariante ausser der Form f selber. Jede Kovariante zerfällt in das 
Produkt einer ganzen Potenz der Invariante D mit einer ganzen Po- 
tenz der Form /*, so dass 

17) cp^D^.f*. 

Eine solche Form ist (2 /l i + v) ten Grades und 2v tor Ordnung. 
Setzt man 

2(i + v = m, 

so besitzt nach dem Hermiteschen Satz jede Form m tor Ordnung so 
viele Kovarianten zweiten Grades, gerader Ordnung, als die Gleichung 

2 p -f v = m 

positive, ganze Lösungen hat. 
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Betrachten wir den speciellen Pall, wo i/=l. Es hat 
jede Form ungerader Ordnung (i»*=2/li+ 1) eine quadratische 
Kovariante zweiten Grades. 

Die quadratische Kovariante der quadratischen Form f sei 

18) (p = (—Dy.f= C 0 a: 2 + 20^ + C 3 y 2 , 

WO 

C 0 = V" + 1 -(«l- a 2)^» 

18a) 20*! — — a 0 i f+ 1 .(a l — a*)*''.*(“i+ «ä)> 

C s "= a o if> + 1 • («i — a »)* / ' • «i «* • 

Die Koefficienten (7 0 , C u C 2 können nach Nr. 1 dieses Paragraphen 
linear durch die Koefficienten der Form 

•F— V |U+1 Oo+ «1*1 + «i 2 *» + • • • + ai 2 /,+ 1 **,<+i) • 

• (*0 + “*^1+ “**^8+ •••■+• + 
die symbolisch lautet 

F~ (^0^0+ -4l*l + • •• + -42/<4-102/<-f l)*j 
ausgedrückt werden, wo 

(^.*) = a 0 2 '' +1 - 2(AiAj) = («!*'«/ + a^OjO- 

Man findet 

ü 0 - 2 (4^,,) - 2 f 2 / 4 ) At„-x) + 2 ( 2 f) (44'-,) -...+ 

— 2 C 1 = (a l + Oj) C 0 = a 0 2 f ‘ + 1 1 («!*'■+ 1 + a 8 *'‘ + 1 ) — 

- [(^f) * *] ( a i 2 '' a * + a i if,a i) + 

+ [(Ÿ) " fl*)] ^ - ' “**' + 1 " • • I - 2 ( A » A’m+O- 

— 2 [( 2 f ) ~ lj(^i-4ä/<) + 2 J^ 2 * 4 ^ — ^ 2 ^J (-4 s -4 îu _i) — ... + 
+( _ 1 ),2[( 2 ;)-^ 1 .)]^^ +i) , 

C, - K44,+x) - 2 (Y) (44') + 2 (>) -...+ 

+ (-l/2.( 2 ^(4,^ +1 ). 

Setzt man aber auf der rechten Seite (— 1)*' +■* AiAj statt der 
symbolischen Ausdrücke (-4.-4/), so werden C 0 , 26\, C 2 die Koefficienten 
der quadratischen Kovariante zweiten Grades der mit den A £ ge- 
schriebenen Form (2ji+l) ter Ordnung. 
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Beispiele. I. Für die Form fünfter Ordunng, wo ft = 2 ist, 
findet man so die quadratische Kovariante zweiten Grades: 

i = (a 0 - 4 a n + 3 a/) x 2 + (a 0 a h — 3 a ± a 4 + 2 a 2 a 8 )xy + 

+ (a t a 5 - 4 4 + 3 a 3 2 ) t/ 2 . 

II. Für die Form dritter Ordnung, wo fi=l ist, findet man 
die quadratische Kovariante zweiten Grades 

4 = Oo <* 2 - a i ) + K «3 — «i O xy + (a t a z — a 2 2 ) y 2 - 

Anmerkùng. Multipliziert man die Kovariante d der kubischen 
Form mit der (i ten Potenz der Invariante vierten Grades der kubischen 
Form, so entsteht eine Kovariante zweiter Ordnung und (4fi + 2) ten 
Grades. Also besitzt jede Form (4fi + 2) ter Ordnung eine qua- 
dratische Kovariante dritten Grades. 

« 


4. Anwendung des Reciprocitätssatzes auf die Form fünf- 
ter Ordnung. 

Nach § 12, 15 und § 13, 2 hängen alle Invarianten der Form 
fünfter Ordnung linear ab von gewissen Aggregaten der fundamentalen 
Invarianten J 4 , Jg, e/ 12 , J 1S und können stets auf eine der beiden Formen 


ZB . J ls ZB’. 

gebracht werden. 

Denn sämtliche Invarianten der Form fünfter Ordnung sind geraden 
Grades (§ 10, ß), also entweder vom Grad 4ft oder vom Grad 4/t + 2. 
Im ersteren Fall kann in dem Ausdruck der Invariante die Hermitesche 
Form achtzehnten Grades nicht linear Vorkommen, da 18 nicht von 
der Form 4 fi ist, während J l8 2 durch Formel 15), § 13, 2 weggeschafft 
wird, und eine solche Invariante ist daher darstellbar in der Form 


«Ti/«— £B • ^i2 r j 

wo die B numerische Koefficienten sind. 

Nach dem Reciprocitätssatz besitzt dann eine Form 
4 (i ter Ordnung ebensoviele linear yon einander unabhängige 
Invarianten fünften Grades, als die Anzahl der ganzzahligen 
positiven Lösungen der Gleichung 

beträgt. 4^ + 8 2 + 12r = 4,t 

Ist die Invariante (4fi + 2) ten Grades, so kann sie auf die Form 

«T4jU-+8— Jl$ 22B'. J s q J 12 r 

gebracht werden. Jede Form (4ft + 2) ter Ordnung besitzt also 
so viele Invarianten fünften Grades, als die Gleichung 

4 p*+ 8ÿ+ 12/+ 18 «=4fi + 2 
ganzzahlige, positive Lösungen hat. 
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So hat v von den Formen von der Ordnung 4ft + 2 erst die der 
Ordnung 18 eine Invariante fünften Grades. 

Anmerkung. Durch den Hermiteschen Reciprocitätssatz wird 
der auf § 12, 8 beruhende Satz in § 12, li, bez. der analoge aus 
§ 18,1 zu entnehmende Satz auf neue Weise beleuchtet, indem nicht 
allein die Anzahlen der Kovarianten v ter Ordnung, p ten Grades einer 
Form m teT Ordnung und die derjenigen v^ x Ordnung, m ten Grades einer 
Form p ter Ordnung dieselbe werden, sondern auch die beiderseitigen Ko- 
varianten selbst sich auseinander herleiten lassen. 


§ 24. Die Hermitesche Form der Transformation von 

Tschimhausen. 

1. Die Transformation von Tschimhausen* besteht bekannt- 
lich darin, dass man durch eine höhere Substitution ft ter Ordnung in 
einer gegebenen Gleichung m ter Ordnung ft mittlere Glieder zum Ver- 
schwinden bringt. Sei 

1) _ /■—*" + l + ^a 2 ^'— !i + ... + «« = 0 

eine Gleichung m ter Ordnung. Macht man in derselben die Substitution 

2) = x" + b l & l - l + b 2 x ll - 2 + ... + b u , 

wo ft<m, 6 1} i> 2 , ..., b h unbestimmte Koefficienten bedeuten, so wird 
durch Elimination von x aus 1) und 2) eine Resultante (Resol vente) 
sich ergeben, die in Bezug auf y vom Grade m ist, also etwa 

3) y m + c 1 y m - 1 ±c 2 r i - 2 + --- + c m = 0 

lautet. Die Koefficienten dieser Resultante sind ganze Funktionen der 
a, und bi. Bringt man in 3) die Koefficienten* c 19 Cg, ..., c u zum Ver- 
schwinden, so hat man ein System von ft Bedingungsgleichungen für 
die /li Unbestimmten fc 2 , ..., b u aufzulösen, wodurch dieselben mehr- 
deutig bestimmt sind. 

Bei kubischen und biquadratischen Gleichungen liefert die 
Tschirnhausensche Transformation durch eine quadratische Substitution 
eine Form der Gleichung, die ohne weiteres algebraisch lösbar ist. 
Um dieselbe herzustellen, hat man Gleichungen aufzulösen,. deren Grad 
den dritten nicht übersteigt. 

* Graf Tschimhausen, 'Methodus auferendi omnes terminos intermedios 
ex data aequatione. Acta Erudit. Leipzig 1683, pag. 204. Vergleiche über die 
Methode: Baltzer, Determ. §11, 4. 
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Setzt man bei kubischen Qieichungen 

y *= x* -\-\x -\-b 29 

so ist die Resultante von der Form 

y*+<iy*+<*y+c,--o. 

Aus ^=0, c 2 = 0 erhält man die Werte von b l9 b 2 durch Losung 
einer linearen und quadratischen Gleichung. 

Bei biquadratischen Qieichungen liefert die Substitution 

y = a? + b x x + b 2 

die Resultante 

y 4 + Citf + w * + Cgÿ + c 4 = 0. 

Aus 

Cj — 0 , = 0 

erhält man dann die Werte von l 19 b 2 durch Lösung einer linearen 
und kubischen Gleichung. 

Bei Gleichungen, deren Grad den vierten übersteigt, führt die 
angegebene Methode nicht mehr zum Ziel. Indessen hat Jerrard* 
gezeigt, dass in jeder Gleichung w ten Grades die Glieder mit x m ~~ 1 9 
x m ~ 3 vermöge einer Tschirnhausenschen Substitution dritter 
Qrdnung und durch Auflösung von Gleichungen, deren Grad den dritten 
nicht übersteigt, zum Verschwinden gebracht werden können. Wendet 
man den Jerrardschen Satz auf die allgemeine Gleichung fünften 
Grades an, so nimmt dieselbe die specielle Form 

4) x?-\- Ax + B = 0 

an, die durch weitere Transformation schliesslich auf die Form 

4a)" x b — x — a = 0 

gebracht werden kann. * Diese letztere Gleichung hat Hermite** mit 
Hilfe der Theorie der elliptischen Funktionen in transcendenter Weise 
auflösen gelehrt. Auf diese letzteren Untersuchungen und auf die in 
neuester Zeit von F. Klein und Gordan angestellten Untersuchungen***, 
welche die Reduktion der Gleichung fünften Grades auf die Form 4) 
und 4 a) in ganz neuer Weise invarianten -theoretisch erledigen, kann 
hier nur verwiesen werden. 


* Jerrard, On the algebraic resolution of équations of the fifth degree, 
Phil. Magaz. 1. 19, 23, 24. Cayley, Phil. Magaz. t. 21, 23, 24. 

** Hermite, Comptes Rendus 1858, 1865, 1866. Crelle Journal 59. Cam- 
bridge and Dubl. Math. Journal IX. 

*** Math. Ann., Bd. IX, XII. 
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2 . Hermite hat die nach Tschirnhausens Methode zu bil- 
dende Resolvente einer Gleichung /*(#) = 0 so umgeformt, dass 
die Roefficienten derselben simultane Invarianten sind.* 

Sei 

5) /'(a:) = o 0 a? n + ^^a 1 a?”- 1 + ... + a». = 0 

die gegebene Gleichung. Setzt man nun 



z a 0 t rn — i -j- O.Q x t m — y -j- €LqX^ t m — 3 -f- . . . -f- a 0 x m 

+ (”)“■ ^ +( 7 )«.* : + .+( 7 )«,*— 

+(7)», ; +...+(£)<s**-» 

I • . . • 


t 


0 


wo t m — i , t m — 2) t 0 m Unbestimmte bedeuten. Nimmt man die t 0 , 

t 19 ..., t m ~\ willkürlich an, so hat man in 6), da a 0 nicht =0 ist, 
offenbar die allgemeinste Funktion ( m — l)^ r Ordnung von x. Der 
Ausdruck für z kann symbolisch durch 

„_m-n 

z = , — 

t — x 



dargestellt werden, wenn man nach Ausführung der Division t * durch 
U ersetzt. 

Eliminiert man x aus 5 ) und 6), so erhält man eine Resultante, 
die für z vom Grade m ist. Durch Verfügung über t 0 , t 19 ..., i 
können darin beliebig viele mittlere Glieder zum Verschwinden ge- 
bracht werden. Setzt man der Reihe nach die m Wurzeln von f(x) = 0 
in die Formel 6) an Stelle von x ein, so erhält man m Werte z 19 z 2) 
.., z m von z 9 die Wurzeln der Resultante w ten Grades, so dass die 
die Resultante lautet: 


7) A 0 z m + ^ A 1 z m ~ 1 + ... + A (z — z t ) (z — z^)...(z — z m ). 

Der Eoefficient von z m ~ l ist dann mit Berücksichtigung der Newton- 
schen Identitäten (§ 1,2, 5 ) 

= _ • *+ g rn) — — w a o t m — 1 + ^ a^t m — 2 +• ••+ 0m— 1 | • 

Damit das Glied mit z mm ~ l verschwinde, muss also 


* Vergleiche auch § 17, 4 (Fussnote), und § 16, 2 (fürfc==l), wo eine ge- 
brochene höhere Substitution angewandt ist. 
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8) 


a o t m —i + ^ ^ — 2 + . . . + Qm— l^o = Q 


sein. Dann geht die Gleichung für z über in: 

9 ) Z = Üq X t m — 2 ~f“ CIq X j t m — 3~f" CLq X t m — 4 a 0 x m 


0 


+"l 


+( 7 ) a i x | +(?)« 

+(V)-i +(ï)v 


X 


X 


2 


+• •+ n t 

+•••+ 


X 


in — 2 


X 


ro— 3 


+ (VH 


• • 


“t* • • *“f” • • 

+ 

3« Es soll nun bewiesen werden, dass die Koefficienten der Re- 
sultante 7) unter Zugrundelegung der Gleichung 9) sämtlich simultane 
Invarianten der beiden binären Formen 


10) 


f(x, y ) = a 0 x m + a v x m ~ l y + . . . + a m y m , 

9 (*, y) = to* n - 2 - ( w 7 2 ) +••• + (- i) m ~* tm-*# 


m — 2 


sind, dass also die Form 7) selbst eine simultane Invariante ist, wenn 
man darin z als konstant betrachtet. Man hat daher die Form 

(* — *i) 0 — **) . . • (* — 2 m) 

den bekannten Differentialgleichungen zu unterwerfen. Setzen wir zur 
Abkürzung 


3 3 3 

d = a o o — h . .. + wia m — \ -, 

Ô V ^ v dm 


d' = «ter, ^ + (m - 1) a 2 + . . . + n 


d 


Oft 


ferner 


o 


3a t 


3 Qr m J 

^ -T + 2 ^ — + • • • + (w — ■ 2 ) t m — 3 - - , 

ct x l 3t 2 ct m - 2 


t f ==(m— 2) t x + (w — 3) t 2 + • • • + t m — 2 777 7 

ut 0 ct x vt m — 3 

so braucht nur bewiesen zu werden, dass z — z { durch diese Operationen 
verschwindet, wenn man zugleich Xi als Funktion der a auffasst, 
d. h., dass 

( 8 — t) Zi = 0, (d* — r ') Zi = 0. 


Fasst man nun Xi als Funktion der a , so hat man 

1 r<if(x)i ' 9 irdf(xy 

m L dx J x—Xi ‘ m L dx Sx—xt 


= 0 , 



§ 24. Die Hermitesche Form der Transformation von Tschimhansen. 278 


= — 1, 

woraus nach 9), wenn man d nur auf x { erstreckt: 


—a 0 t m - 2 — 2 a 0 Xi 

-o 


im — s 3 a 0 x { 


2 


-2(jy lXi 


t m - i —...-(rn—ï)a 0 x i m -* 


t 


0 


-(2)«»-* 


und, wenn man d nur auf die Koefficienten bezieht: 


ö { {a) Zi=% im-2 + *n % Xi 

+2(m— 1 ) 0 ^ I 


+m(m—\)a A Xi 

+ s ( m ~ 1 


\ 2 


l > 


+...+m(y~ 1 y i x i m ~ l 


+...+m 


(m — 1 

V 2 


) 


MÿXi 


m— 4 


so dass 

à £,= d iXi) z,-i-ô (a) Zi =(m— 2) atfCi ^,_s+ (»» — 3) a 0 x? 

( m yy™-3)a* i 


+(rn-l)*a m _ s 


+ 


« 

im — 4"t"» • *"i" Xi 


771—2 


t 


0 


•+(?> 

(?> 


m — 3 


+ 

+ 

+ 




• • 


( Wl 2 ' 1 ) a ’»-i 


Die Operation r liefert dasselbe Resultat; also hat man 

( 8 — t )#i — 0 . 

Führen wir die Operation S r aus. Zunächst hat man 



1 1 ot y) 

. 

à' x t + Xi 

l-i 


im 

dx 

J y=i 

| tn 




X = Xj 



woraus, da 

|V| 

\äx\ 

Xi + | 

H \- 

dy\ 

= mf (x { ) = 

= 0: 


X = X. 


ö 1 ^ = #,- 2 , 

Wenden wir d 1 auf Zi in Bezug auf x { allein* an, so kommt 

Faä de Bruno, Theorie der binären Formen. 18 



274 


Siebenter Abschnitt. Speoielle Theorien. 


4'^,-=a 0 a;,' i, 4»-s+2 « 0 

+(?)«,» 


2 


4*— s+3a 0 æ 4 

+ 2(™\ ai x< s 

a^x? 


(”) 


.m 


£m— 4"K • *+(tW “ 1) Æq 

+. . .+ {m-2)a 1 Xi m - 1 

+. • (fnr-ÿ)QfXi 


m — 2 


+ 

+ 


• • 


und in Bezug auf die a allein: 

ö'^Zi^ma^Xi | tn—i+m^x? 


^ja m - a Xi a 


+(tn— l)Og 


+ m(tn—l)a i x i 

+(«t— l)(m— 2)«, 


<m-s+- • ■+ma 1 x i m ~ 1 

+...^y t n-l)a i x i 

+(^y* n -2) a s xi 


v 0 


m — 2 


m — 3 


• • 


+...+ 

+(m — l)a, 


und daraus, indem der Koefficient von t 0 beim Addieren zu (m— 1) /’(#,-) = 0 
wird, 

9tt =■ Zi + ÿv>Zi = i?z t , 

d. h. 

( 6 1 — r , )£i = 0. 

Also sind die 4 und folglich die A f simultane Invarianten der Formen f 
und <p in 10). 

Ümgekehrt sind in diesem Falle die A { Funktionen der Wurzel- 
differenzen und können den Term t m —i nicht mehr enthalten, da der- 
selbe in den Wurzeldifferenzen verschwindet. 


4. Beispiel. Sei 


fix , y) = a 0 x*+ 3a 1 x*+ 3 a t x + a 8 = 0, 

z = (a 0 x + af) u + (a 0 x 2 + 3a l x + 2a 2 ) v. 


Um die Resultante dieser beiden Formen aufzustellen, bilde 
man mit Rücksicht auf f=0 (§ 5, 12 ) 

xz = (a 0 # 2 -f a x x) u + (— a % x — ■ a s ) v , 
x?z = (— 2a 1 x 2 — 3 a 2 x — a s ) u + (— a 2 # 2 — a s #)v; 

» 

dann folgt aus dem nach x geordneten System #, xz, x 2 z: 

a 0 v . x 2 + (o 0 u + 3 a x v) x + (a x u + 2 a 2 v — z) = 0, 
a 0 u.x 2 + (a 1 u — a 2 v —z)x — a s v*=0, 

(2a x u + a 2 t? -f z) x 2 + (3 a 2 u + a z v)x + a^n = 0, 

das Verschwinden der Determinante 
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a 0 v açU + SaiV a t u + 2a^v — z 

0 «= a 0 u ^u — a^v — z — a z v , 

2a 1 u + a % v + z 3 a % u + a z v a s « 

die ausgerechnet lautet: 

+ 3« { (a 0 Og — «!*) «*+ (o^öj — ^ Og) «» + (oj a, — <^*) «* } + 

+ { («o *«»— 3o 0 a 1 o î + 20!*)«*+ (SaottjOg— 6a 0 Og*+ 3 + 

+ (— 3 o 0 Og o 8 + 6 % * o 8 — 3 a x a,*) « »*+ (— a 0 <^*+ 3«! a, a, — 2 Og^ i>® } = 0 

oder 

Ç == 0. 

Man bemerkt, dass die Formen à und Q simultane Invarianten 
der beiden Formen 

f(x,y), vx-uy , 

also auch Kovarianten der Form f(u 9 v) allein sind (§ 19,6). 

§ 25. Charakteristische Gleichungen ffir die Resultante 

und die Diskriminante. 

1. Im früheren wurden Kovarianten und Invarianten durch ein 
System partieller Differentialgleichungen definiert und insbesondere 
gezeigt, dass diese Gleichungen nicht von einander unabhängig sind, 
eine vielmehr Folge der übrigen (in § 14, 8 und 9 die Gewichtsgleichung, 
in § 14, io, Anmerkung, die Gleichung d r <7 0 = 0). Die Lösungen dieser 
Gleichungen waren im allgemeinen Falle mehrere linear von einander 
unabhängige, und es soll nun in den einfachsten Fällen der Resul- 
tante zweier Formen und der Diskriminante einer Form die Frage 
beantwortet werden, ob noch weitere partielle Differentialgleichungen 
vorhanden sind, welche diese besonderen Lösungen charakterisieren. 
Für die Resultante kennt man bereits die Gleichungen, welche die 
Kombinanteneigenschaft ausdrücken [§ 19,4, 14) und 16), sowie 
§ 6, 3, 14) und 15)]. 

Herr Brioschi hat ein System weiterer Gleichungen für die 
Resultante und die Diskriminante aufgestellt.* Hier soll aber nach 
Herrn Noether** weiter gezeigt werden, dass von diesen weiteren 
Gleichungen nur noch je eine Gleichung unabhängig ist, während 
sich die übrigen daraus vermöge der allgemeinen Invarianten- und 
einer der Kombinantengleichungen ergeben, und dass diese eine 
weitere Gleichung in der That die Resultante bez. Diskriminante ein- 
deutig charakterisiert. 

* Crelle Journal Bd. 63 und Annali di Matern. Bd. 2, 1859. 

** Noether, Briefliche Mitteilung vom 26. März 1881. 


18 * 
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i) 


Satz. Bezeichnet 22 die Resultante der beiden Formen 
m ier Ordnung 

(q>(x)^a 0 af n +a 1 af n - 1 +a 2 ü[f l ~ 2 + .., + Om, 

\tlx)^b 0 (xf n +b 1 ^- 1 + 

Ci,k wie in § 5, 13, pag. 68 den Ausdruck 

< » 

2) c it **= c k , ,-= ä, («,+*+ 1 — hbh— ahh+k+i—h), 

o o 

so ist 


m — 1 


dR 


m — 1 


dB 


3) ^ c -'. 1 = (>» - i) hiR\ ^ Ci, * (m-i)a { R, 


0 

m— 1 


4) 


dai+i 

dB 


0 


— 1 o ü 

— (i + 1) Z,* — (» + l)a<+iü; 

0 


a«* v ■ ”-a&* 

o o 

(i = 0, 1, 2, ..., w— 1). 

Beweis von 3). Für 22 = 0 hat man, wenn 

qp(a) = 0, ^(a) = 0 

sind, nach §6,3 


also nach § 5, 13 

m — 1 


dB dB 

• ______ 

d a k da m 


a 


m — k 


dB 

2j kCi ' k da k+ 1 


w— 1 


0 


0 Ml 2 , ‘ <s ’ , S -0 - 

0 


Die linken Seiten beider Gleichungen müssen daher, 
wenn 22 nicht verschwindet, 22 zum Faktor haben, und man hat 


m — 1 


2S> 


dB 


da k+ 


= A t * . 22 . 


Um A* bis auf einen numerischen Koefficienten zu be- 
stimmen, genügt es zu bemerken, dass A* eine ganze Funktion vom 
Grade 0 in Bezug auf die Koefficienten von <p , vom Grade 1 in Be- 
zug auf die von 1> ist, und ferner das Gewicht 

(i + k + 1) — (k + 1) = i 

hat, also = A6< wird:* 


5) 


dB 


m — 1 

2 ,C “8a, +1 


k.biB. 


Um endlich die Zahl A zu bestimmen, werde der fol- 
gende specielle Fall betrachtet, in dem 22 nicht =0 ist: 


* Vergleiche bis hierher des Verfassers Note in Crelle Journal 64. 


• • 
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^ ( x ) = a?"+ ft.-af 1 -**; 

für denselben wird 

Cf, m— *— 1 = + 1? Cf, m— 1 = + &*} Cj,*=0, 

wenn A von m — i—1 und m — 1 verschieden, daher 


m— 1 


2“. 


dB dB dB 

k da k+ i da m _i 'da m 


Aber aus (§ 5, 4 ) 

B - (- l) mm V<JP (ßi) 9 (&)••• 9 (ßm ) , 

wo die ßi die Wurzeln von ^ = 0 sind, folgt allgemein: 

dB „wb ß h m ~ t 

Für den speciellen Fall ist 

V (ßh) ■* 1 ? ßi “ ft 0 * * • ^ ßm—i— 0 , ßh l -{- bi= 0 
für Ä>m — i, und 6) wird 


m— 1 


■ m - »(.£ w+ *•&) - (» - 0 Mi. 

Man hat folglich 

k — m — i 

und somit in 5) die erste Gleichung 3). Die zweite geht aus der- 
selben durch Vertauschung von a mit b hervor. 

Ebenso folgt: 


m — 1 




dB, , p 

—P'biBy 


wo ft aus demselben speciellen Fall analog zu — * bestimmt wird, 
was 4) liefert. 

Aus 3) und 4) folgt noch: 

8) J?* [(m - t) t + i*. t _ x ] || - 0, 

<> * 
giltig, ob 22 verschwindet oder nicht. 

2. Um zu zeigen, dass die erste Hälfte der Gleichungen 3) 
und 4) die Resultante vollständig bestimmen, losen wir die 
m Gleichungen 3): 

m — 1 q T) 

^ni OJtl / a , -n 




da k + i 


nach den m Grössen .... auf. 

dOt da m 
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Seien wieder, wie in § 5, 13, die Determinante der c,* mit C oy 
deren Unterdeterminanten mit 

d 0 , d ly ..., 02m— 2, (9{ t k=*di+k) 
bezeichnet. Dann ergiebt sich als Auflösung 

Op 

9) C Q ■= R [w6 0 djfc+ (#* — 1) b x d k +i+ • • • + id*+w— i] 

dajt+i 

und aus 4) 

10) C 0 - — = — J2[6 1 djt+ 26 2 d*+i+ - - • •+- — i] 

oak 

(&*= 0, 1, ..., m — 1). 

Da aber C 0 selbst, als Resultante, den Gleichungen 3) und 4) ge- 
nügt, so folgen dieselben Gleichungen 9) und 10) auch für C 0 an 
Stelle von R y und man hat 

1 aE = J. dC^ 

R da C 0 da ’ 

woraus 

11) Jß = c.C 0 , 

wo c eine nur yon den b abhängige Grösse ist. Soll nun auch der 
Grad in R und in G 0 derselbe sein, so folgt sogleich, dass c, als 
ganze Funktion, nur ein Zahlenfaktor sein kann. 

3. Es soll jetzt das Gleichungssystem 3), 4) auf den Zu- 
sammenhang der Gleichungen unter sich und mit den allge- 
meinen Invariantengleichungen untersucht werden. 

Zu dem Zwecke schicken wir die allgemeine Bemerkimg voraus: 
dass die Kenntnis irgend eines der partiellen Differential- 
quotienten einer Invariante J genügt, um dieselbe eindeutig 
bestimmen zu können. In der That bilden die ersten Differential- 
quotienten nach den Koefficienten der Grundform (oder einer der 
Grundformen) die aufeinanderfolgenden Koefficienten der, Evektante 
genannten, Kovariante (§ 15, 7 ), und diese Koefficienten werden also 
vermöge der Operationen in § 14, 6, bezüglich bei simultanen Grund- 
formen § 19, l, auseinander hergeleitet. Kennt man aber die Differen- 
tialquotienten nach den Koefficienten einer Grundform, so giebt der 
Eulersche Satz über die homogenen Funktionen die Invariante selbst. 

Für die beiden Grundformen 1), die ohne Binomialfaktoren ge- 
schrieben sind, gestaltet sich diese Herleitung so: 

Seien die Operationen y y y* definiert durch 
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12) 


*• h, +( ”- 1)01 à, + 

+ m \ Tpr + («* — !) Jj 1 ^ r + . . . + b m — 




db. 


3 


l dbJ 


12a) y' *=ma m ^ h (*w — V)a m —i— f* • • • + ;rr~ + 


dct m — l 


da m —% 


da. 


+ *nb m 


d , d , d 

+ (ft» — 1) bm — l ^ — + ...+&J 


dbn-r ' ' dbm—2 

Wenn nun J eine Invariante von qp, ip ist, so wird 

dJ /m\ dJ 

da, 


db f 


^-(T )*»--+(ï)£» 




da, 


m 


eine Kovariante ft» 16 ' Ordnung und §19,1 analog ergiebt sich: 


13) 


(dJ\ , „ aJ 

y W ( W+i’ M i2 tn) 

© 2 T \ K U , L ) *1 ft*/ 

= 


7 aJ 

ft: — : 7 


d«*-l 

und hieraus 

13a) y(J)=*0, y r (J) = 0. 

4. Es soll nun die Operation 12a) auf eine der Gleichun- 
gen 3) angewandt werden. Zunächst hat man aus 2): 

14) c», k — l — £•— i, k = 6* ß* — 6* 

(fc, 1, ft», wenn Ci,_i = c<, w = 0). 

Ferner folgt: 

y Ci, k = (2 ft» — i — k) Ci _ i , * + (w» — Je) (6< a k — a { b k ) 
y'c ifk = (i + & + 2) Cf-f-i, * — (ifc + 1) (pi+i a k - i-i “ 6*+0- 


15) 
Aus 3): 


m — 1 




u 


da k + 


ergiebt die rechte Seite wegen y f R = 0 (13 a): 

16) y'(m-t) hR = (m - i) (i + 1) b i+1 R 

und die linke Seite nach 13) und 15): 

dR , Q \ 3 12 

= * (^ + i + 2) Cf-i-i, * 

0 


m — 1 

r'y.*Ci,k 


0 


3a 


*+i 


m — 1 


da k + % 

dB m_1 


(* + 1) (b i+l a l+1 - Oi + ib i+1 ) ~2* ( Ä + 0 *.» 30i 


aiî 
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Fährt man in die letzte Summe nach 14) ev+i, *— 1 an Stelle von 
ein und fügt die Summe zur ersten und zweiten hinzu, so er- 
giebt sich 


Wt— ■ “1 



dB 

SOk+i 


m — 1 



Ci+l, 


dB 



m 


+ — 0*4-1 

0 



dB 

da k 


Aber aus den beiden Eigenschaften von J2, eine homogene Funktion der a 
und eine Kombinante zu sein, folgt: 


17) 

also 


Q D m q T> 


m — 1 o p m — 1 o Tf 

r '2!* ^d^Tt “ c<+1 - * dïT+k + mli + lR ' 


und nach 16) 

m — 1 

€ {+1> k + mb i+l B — (m — i) (* + 1) b i+l B, 


dB 




d. h. 

18) 


m — 1 


* 2 * «+*. * ^ 1 ) fc+i*- 


Diese Gleichung sagt aus, dass, sobald i nicht =0 ist, 

die Relation 3) für 2 ^ 4 . aus der für allein 

00*4-1 00*4-i 

vermöge der Invarianten- und Kombinanteneigenschaft von 
B hervorgeht. 

Es bleiben daher von den Relationen 3) nur die für 
i = 0 und 1 direkt zu untersuchen übrig. Nun ist: 


0o, **= 0*4-i&o 6*4 -i0 O j 



(nach 17), so dass auch diese Relation keine charakteristische Eigen- 
schaft liefert. 

Endlich 

0i ,* asB3 (6 0 a *4-2— 0 o^* 4 -O + (&i 0*4-1— 0i 6*4- 1), 
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nt — 1 o T) m — 1 q T> m — * o T> 

VT i VT »Ja VT i Öiv 

2* Cl ■ * äär+i = ^>2* °*+ 1 ~ \2 * & *+ 1 a^ + 


to 


aB 


to 


2 t v jx *VT7 

-8 « 


*6j 


SB 


1 

m — 1 o X> m — 1 2 T> to 2 x> »* 

0 0 0 0 


dB 


m — 1 


dB 


. , dB 

k Ok = 

k da t 


0 

m — 1 


dB 


o 

TO — 1 


dB 


m— 1 


dB 


= \ ^a k+1 —-a 0 ^b k+1 —+mb 1 R -^*4 + o B . 

0 0 0 
Damit die Relation 3) fîir i== 1 entstellt, hat man also notwendig 
(für di,k = aib k — akh): 

m — 1 o ~n 

19) 2 l *+<-‘eZ— h«. 


und dieses, bez. die Gleichung für i= 1, ist in der ersten 
Hälfte des Systems 3) die einzige unabhängige charakteri- 
stische Gleichung für die Resultante, aus der alle anderen 
folgern 

Die Gleichung 19) selbst beweist sich leicht direkt aus 
der Formel 7). Es wird 

TO — 1 p) 7? TO TO — 1 TO — 1 

2 kdk+1,0 ¥ä k sR 2 h ^(ß^ [ fe o ak+ißh m ~ k —a 0 &*+ 1 ft w “ *] — 

TO fl TO TO 

fr y?ka k ß h m - k —a 0 = 


0 


TO 


= b 0 R^?k ß^-b t R, 


Auch das Gleichungssystem 4) ist eine Folge des Sy- 
stems 3). Denn man hat nach 14): 

TO— 1 « Tn TO — 1 O T» TO — 1 




di? 


l 

TO — 1 


dB 


m 


82** +,, *0<rr ~2*^ <+i ° i_a<+i ^ 

() *"* _1 o 


dB 

dctk 


da 

— l = -j- 1 ötro 1 ^, 

ist, also nach 3) und 17): 

^ dB 

2 kCi ' k da h 


{m — i— l)b i + l B — mbi+iB = — (i+ l)bi+iB } 
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was das System 4) ist. Die Ableitung gilt auch noch für i «= m 1, 
und dieser Fall liesse sich auch leicht direkt für jede Kombinante B 
erledigen. 

Im ganzen hat man also, neben den Invarianten- und Kombinanten- 
gleichungen, eine einzige, unabhängige Gleichung für die Resultante 
in der ersten Hälfte des Systems 3), 4). Hierdurch ist die Resultante 
bestimmt und damit auch die zweite Hälfte des Systems 3), 4). Die 
Gleichung 19) ist also in Wirklichkeit die charakteristische 
Gleichung der Resultante. 


5« Es sollen jetzt die analogen Betrachtungen für die 
Diskriminante einer Form angestellt werden. Man hat hier 
den Satz: 

Bezeichnet A die Diskriminante der Form m ter Ordnung 


20) /•= « 0 a?»+ + Ç) «** m ~*+ • • • + <*m> 

Ci t k den Ausdruck 

21) Ci, *= Ci , <=2* (”V *) (a*+iOi+*+i— »— 


so ist 


( m — 2 


22 ) 


2* 


0 

m — 2 


Sr* 

0 

to — 2 


( m \ 

da*+* 

U + 2j 

1 

dJ 

/ w \ 

ddjc- 1-1 

\k+l) 

1 

dA 

(I) 

ddk 

(*' 

=0,1 




Beweis. Der Ausdruck in 21) ist derselbe, wie der aus den 
beiden Formen 1) gebildete Ausdruck c,-,* in 2), wenn man nur in 
dem letzteren überall 


m durch w — 1, 



» 


h 


v 






ersetzt, also unter 1) die Polaren von f versteht. Man hat daher für 
A*=0 } wenn a die Doppelwurzel von /*=» 0 bedeutet: 
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m — 2 


aber nach § 7 , 7 ist 


ft, «=0; 

o 


a m : a m — 1 ; 


1 = 


dJ l d 4 


da t 


(?) 


• • 


da t 


dOm' 


also 

m — 2 


dJ 


m — 2 


A ^7 1 dd A ^7 1 A 

0 , >*&*-; “ 0 , >*Cct-7—rz — = 0 . 

’ jLj ’’ / m \5a*+i ’ v fm\ 


( m \da* + * 

MH*2/ 


/ m 
\&+ 1 


) 


/wj da h 


Diese drei Ausdrücke müssen daher, wenn z/ nicht verschwindet, d 
zum Faktor haben, und so folgt zunächst 

^■7 1 dd . ' . 

0 U+2^ 

Da aber A, eine ganze Funktion der a von dem Grade 1 und dem 
Gewichte (i + & + 2) — (fc + 2) = i wird, so hat man: 

^ W ’V w \ 0a*+ 2 » 

^ \k + 2 ) 

wo A eine noch zu bestimmende Zahl ist. Man erhält diese Zahl 
wieder durch einen speciellen Fall von /*, wir übergehen aber diese 
Bestimmung, da die folgende Untersuchung den in 22) angeführten 
Wert 

ebenfalls liefert. 

6. Wir untersuchen die m — 1 ersten Gleichungen in 22 ) auf 
ihren Zusammenhang, zunächst aber die für i = 0 , i = 1 , i = 2 direkt. 
Man hat 

+ l) (a^+i — a 0 a* +2 ), 

also 

m — 2 j ^ j m — 2 

2S*r^r\ 8 ïs.-â 2,*(*+2)(^.. + .-^«. + .) 

\i+2/ 


o 


o 

i — l 




2 


1 / 7 , i \ / ^ d/d 


- — (w-l)a 0 ^/, 
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was die erste Gleichung in 22) ist. Benutzt wurde bei dieser Ab- 
leitung nur eine der Gewichtsgleichungen: 


23) 




, , dJ , ,, A 

dd , 1N dd dd , t v . 

”“■» +' (*■ - äs; + ••+“> -*)■ 


und eine der beiden Invariantenbedingungen für d: 


24) 


» a dd dd dd 

8 d = a n 1 - 2a x + ...+ ma m _ “ 0 , 


8 r d = a ; 

► 


da 


2 


0 a«, 

^ dd dd n 

20^-1 — + ... + WCfj ; = 0 . 


d Om- 


da m —i 


da, 


Es ist weiter 

Ci,* = ( £ 4 . 2 ) ( a i a *+s! — « 0 a *+s) + («♦— 1) ( k -j- 1 ) ( a i a k + 1 — « 1 «*+*), 
also nach 23), 24): 

1 dd 1 >^7 ( j 1N/ ^ dd 

2 * “■* 7"»T\ aSTT, - Ä 2 ‘ «5TT. + 
0 Vfc + 2 j 0 


+ 2* (Ä + ^ (a * a * _ ä^r x = 

0 ” 

= (m — X) a ± d — (m — l) 2 ^d = — (m — 1 )(m — 2)a l d, 

wie auch 22) aussagt. Auch hierbei sind nur die Eigenschaften 23), 
24) von d benutzt. 

Ferner: 

C2,h — ( £ _J_ 3) («i«*+3 — «o a *+^) + (w — 1) ( £ _j_ 2) ( a 2 a *+2 “ a i«*+3) + 

. fm—l\ fm—l\ e v 

+ V 2 /^Ä*+l / /( a 8 a *+ 1 "' a 2 a *+ 2 )j 

also nach einfacher Umformung und nach 23), 24): 

771—2 ■* ^ ^ (m — l) 2 (w — 4) 

8 2 


*» — 1 


dd 


25) 

• (Æ) 8 “ ,+: 


a^d- f- 


1 ^-7 (w — fc) ()w — k — 1) , v 

+ m 2 " *+T («i o *+ 1 - «o«*+») 


a^/ 

da k 


Soll also die erste Gleichung 22 ) für i~2 bestehen, so müsste sein 

Oß\ ( W ^0 (w & 1) / V W / 1 v A 

26) v L K«*+ 1 - « 0 a*+*) ^ m(m- î)a % d. 


• • 
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Nun ist aber nach § 7: 

A = a 0 m 1 f(ßi)f(ßi)"*f(ßm—i)) 
wo die ß die Wurzeln von , 

i f (x) = 95 (rr) = cIqX™- 1 -f 1 *)a 1 æ m-2 + ... + a m _ 1 = 0 

sind. Also für 0: 

< „ . m — i ivm\ _ _ .. ~ f Q \ dßn 

1 0z7 


zf da* 


m — 1 

-2 


für &«0: 


i L f(ß>>) 

1 f(ßk) 


(ä) ^ 

- +- 


d«* 


/W J 


1 dJ 


m — 1 


. ßh m , m— 1 

h - - T 


Jda 0 2 l f( ß h ) 

Hiernach wird die linke Seite von 26) zu 

à pL£”L_il (aj* — « 0 a ä ) — tna 0 ^h /3 A 2 ] ■=-♦»(♦»- 1) a^, 

0 1 
wie behauptet war. 

Die Gleichung 26), oder die erste Gleichung 22) für i==»2, bildet 
also in der That eine der die Diskriminante charakterisierenden Glei- 
chungen. Wir zeigen jetzt, dass dieselbe auch zur Bestimmung der 
übrigen Gleichungen des Systems hinreicht. 

7. Die Operationen d, d f (24) liefern für jede Invariante J von f 

27) dJ-O, d'J-O, 

ferner . - 

•Q-m 


27 a) 


dJ 

0 ö *+ 1 ’ 


O— « 


m — & + 1) 


dJ 


dük—i 

Für die c tj * hat man, wie am einfachsten 14) und 15) vermittelst der 
Vertauschungen in Nr. 5 ergeben, durch welche auch die Operationen 
y, y f in die d, d ' übergehen: 

28) 3»,*— i — ^ i ) ( Jfc ) (oÿ-f-ia*— - a t a*_j_i), 

d c t -,A = (2 w— i— fc— 2)c l _i ji: +(m— fc~l)^ m ^ 

d , c,*,i = (i+it + 2) c t+ i, * — (Ä + 1) ^ ^ ^ it+l) ( a H-2 a *-H ~ «*+i a H-2)- 


29) 
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Wendet man auf beide Seiten der Gleichung 22) 

m — 2 i 


5S 


dJ 


/ m \ da k+i 


“ ~ ( i l) (* + 1) • 


0 'fi+2j 

die Operation ö f aus 24) an, so liefert die rechte Seite wegen SA = 0: 
30) 


die linke Seite aber wird zu: 
— 2 t *+fcf2 ^ ^ m " 2 


XÎ dA XT & + 1 /iw— l\/m— IV v 

2j * v i+i Ä *+i 

\äm-2 J 2 y 

Xi m — k — 1 dA 

— /,* / _ \ c <» * 


^a*4-2 




( m \ 

0 U+2J 

oder, indem man in der dritten Summe &+1 statt Je setzt, nach 28) 
c,-,*+i durch Ci-fi,* ersetzt und dieee Summe mit den beiden ersten 
verbindet, zu 


m — 2 -| 


dJ 2 /m—V 


, m \d ak+i 'm 

U+2^ 


+ 


0 


also nach 23), 24) und 30) zu 


m — 2 


dJ 


(i-1) V* Ct . +M _ , _ 

jÇj ( i» \ da k + 2 


- 2 + }) (m - 1) . a <+1 4=- 


— ( t-j. i) (i + 1) (** — *) • 

Hieraus folgt: ^ 

m — 2 1 /) ># 

\&-f-2/ 


Diese Gleichung 31) sagt aus, dass im ersten System von 
22) die Gleichung für i+1 aus der für i aus der Invarianten- 
eigenschaft von A allein folgt, sobald i nicht =1 ist. Die 
Gleichung für OT _2 


2* 


dJ 


/ m da i+ g 


A+ 2/ 

haben wir aber in Nr. 6 ftir A direkt bewiesen, und dieses ist da- 
her die einzige für A charakteristische Gleichung im ersten System 
von 22). 
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Für das zweite System von 22) hat man nach 23), 24) und 28) 



und diese Ableitung gilt auch noch für — 2, welcher Fall sich 
auch direkt aus der Invarianteneigenschaft von A erledigen lässt. 
Endlich hat man fiir das dritte System von 22): 


2 * c< ’ * 


0 



da k 


m — 8 

1 ^ 


1 dA 




ebenfalls noch giltig für i = m — 2, welcher Fall sich auch direkt 
erledigen lässt. Beide Systeme folgen also aus dem ersten System 
in 22). 


8. Bezeichnet man durch C die Determinante der c,,*, durch 
d 0 , tfgm — 4 die Unterdeterminanten von (7, so ergiebt die Auf- 

lösung der Systeme in 22): 


9 

c • 

1 

1 

dA 

m — 2 

= - ^2 (1 + l) (*' + X ) n ' ä t+h 

( m ) 


1 

V e + 2/ 

0 

c • 

1 


m—2 . 

= (”i 4- i) *) tti + 1 Sk + ' » 

( m ) 

SClk+l 



0 

c- 

k 

1 

dJ 

m — 2 

= - ^2 (1+ 1) (*+ i ) a *+ sd *+*> 

(?) 

da k 


(& — 0 , 1 , ..., m — 2). 


32 ) 



/ 
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Da das System 22) auch für die Diskrimin ante C an Stelle von 
A gilt, so gilt auch 32), wenn man A durch C ersetzt, und hiernach 
hat man 

A da C da 1 

d. h. 

A = c.C, 

wo c ein Zahlenfaktor ist. 

Hieraus folgt, dass die Diskriminante A durch das System 22) 
eindeutig bestimmt ist. Man hat also, nach Nr. 7, für A ausser den 
Invariantengleichungen nur eine unabhängige charakteristische Diffe- 
rentialgleichung, als welche man Gleichung 26) betrachten kann. 

9. Anwendung. Für die biquadratische Form 

f=* «0^+ 4 a x^y + 6 a 2 x 2 y 2 + 4 a 3 xy*+ a é y* . 
hat die Diskriminante A die Form 

wo J 2 , J 3 die Invarianten sind: 

«7^= 4a^a 3 -\~ 3a 2 2 , 

J 3 a 0 a 2 «4+ 2a 1 a 2 a 3 — a Q a 3 — a 1 i a 4i — a 2 d . 

Um die Zahl p zu bestimmen, kann man Gleichung 26) an- 
wenden. Die linke Seite dieser Gleichung liefert 

{ 12 (V- a Q a 2 ) a 4 — 12 (a^-a 0 a 8 ) a 3 + 4(a 1 a 3 -a 0 a 4 ) a 2 } 3 J 2 2 + 

+ { 12 (a 1 2 — a 0 a 2 ) (a 2 a 4 - a /) + 6(0^— a 0 a 3 ) (a 2 a 3 — a t a±) + 

+ f K a s - a o a ù ( a o a A + 2 a i a 3 — 3 a 2 ) } 2 p J 3 = - 12 J 2 2 (a 2 J 2 + 3 J 3 ) — 
— 4 p Jg (3 ö 2 Jg+ 1- J^ 2 ) =■ — 12a 2 A — (p + 27) J 2 J 3 . 

Soll also dieser Ausdruck nach 26) zu —12 a 2 A werden, so folgt 

<> = -27, 

d. h. 

A = J*-21J 2 . 

§ 26. Symbolische Darstellungsform der Kovarianten. 

1. Es wurden in diesem Buche gelegentlich und wiederholt sym- 
bolische Bezeichnungsweisen für die Formen oder ihre Kovarianten 
benutzt, so § 19, 2 die von Cayley* als „ Hyperdeterminante a be- 
zeichnte Funktion (9?, ^>)*, oder beim Beweis des Hermiteschen Reci- 
procitätssatzes (§ 23) eine Bezeichnungsweise 

* Crelle Journal, Bd. 80. 
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/■■= (ax + iy) m , 

welche in Wirklichkeit von der Cayley sehen nicht wesentlich ver- 
schieden ist. Diese zweite Bezeichnungsweise ist nach Aronholds* 
Vorgang von Clebsch** systematisch durchgeführt und zu einem 
Kalkül ausgebildet worden, in dem seither die Arbeiten von Clebsch, 
Gordan u. A. auf dem Gebiete der Invariantentheorie gehalten und 
deren wichtigste Resultate gewonnen sind. Nur um in diese Arbeiten 
einzufuhren, soll diese symbolische Darstellung und ihr Kalkül 
hier kurz behandelt werden. 

Die Variabein der Form f mögen mit x 1} x 2 bezeichnet werden; 
die Form 



f= Ct 0 X 1 m + 



(2) a ä *r~ 2 V+ 


• • “f~ 'E% ïl 


selbst symbolisch durch 

2) f= ( a i x i + a 2 x 2) m= = Q>i x i + h x ù m= (pi x i + • • • 

und noch kürzer durch 



Dabei ist also zu setzen 


• • 



’ 

a™- 1 a 2 = b^- 1 b 2 = c x m ~ l c 2 = ... = a n 
* a 1 w “ 2 a 2 2 = 6 1 TO -- 2 6 2 2 = Ci w - 2 ^ 2 ==...-=a 2 , 


{a 2 m = b 2 m = c 2 m = :.. = a m . 

Ferner werde gesetzt 


5) a t x x + a 2 x 2 = a X9 a x b 2 — a 2 b x = {ab ) . 

Die Symbole a 19 a 2 ; 6 n & 2 ; c 19 c 2 j ... haben an sich keine Bedeutung, 
nur die Produkte a 1 , ‘.a 2 i , bez. b 2 *. & 2 *, ..., für i + & — m. Verschie- 
dene Symbole a, 6, c, ... für dasselbe sind deshalb eingeführt, um 
auch die Produkte der Koefficienten a 0 , a ly a 2 ... von f in gegen- 
seitig eindeutige Beziehung zu den Symbolen setzen zu können, was 
erst den Kalkül übersichtlich macht. So ist zu setzen: 

< = «i Wi “ lö 2V n “ 1 &2> 

während (aj*— l a 2 ) 2 = a^ m ~ % a 2 keinen Sinn hat, da es ebensowohl 
als a x bedeuten könnte. So wird 

f 2 «= (a^ + a 2 x ^) m . (b^ + b 2 x 2 ) m = a x m b x m , 


z. B. für m== 2: 


* Crelle Journal, Bd. 39 und Bd. 6B. 

** Crelle Journal, Bd. 69. 

Fa& de Bruno, Theorie der binären Formen. 19 


À 
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+2(a l a i b i i +b 1 b i a î T )x 1 x î s +a i ÿ b i i a; 


2 


= a 0 2 x x 4 + 4 a 0 a x x^x 2 + 2 fa a 2 + 2 a^) x^x^ + 4 a x a 2 x x x % * + a?x 2 

= fax x 2 + 2«! + a 2 # 2 2 ) 2 - 

2. Jede homogene Funktion der Koefficienten a 0 , a 1? a 2 , ... von /* 
muss also irgend ein Symbolenpaar a x ,a 2 von f genau zur m ten Di- 
mension homogen enthalten, und ferner gerade so viele Symbolen- 
paare, als der Grad der Funktion in den a 0 , a^\ a 2 ... beträgt. Indem 
man dies berücksichtigt und bei jeder algebraischen Operation auf 
eine Funktion der Koefficienten von /*, durch welche deren Grad 
erhöht wird, auch neue und neue Symbolenpaare für f einfuhrt, ist 
die Rechnung mit den symbolischen Darstellungsformen nach den ge- 
wöhnlichen Regeln zulässig. 

Beispiele. 

I. f — a 0 x x 2 + 2 a x x x 

Die Diskriminante wird 


D = <V*2 - a i = 


OiQ (l 1 

«i a 2 


d. h. 


+ 

i= =a x 

«1* 

a x a 2 


v 

V 

6,6* 

a x a 2 

a* 


— ^\b 2 (a x b 2 ^ 2 ^ 1 ) 

== b x q>2 (®i b 2 j 


22) — (a x b 2 — a 2 b x ) (a x b 2 — a 2 b x ) = (a x b 2 — a 2 b x ) 2 = (ab) 2 . 

II. f= a 0 x x m +" a 1 x 1 m ~ 1 x 2 + . . . + 2 m = a * m - 

Die ersten Polaren von f sind 


1 df - 1 df 

= a, m '- x ~ 1 


m dx x 


v x 


a 


i? 


m dx, 




29 


2 


und hieraus die erste Polare von y in Bezu g auf f(x): 
tn Ci 2/1 + i = a * m_1 = n * m ~ la » • 


Ferner wird die Polare von z in Bezug auf diese erste Polare: 

-dfan^üy) 

— zr 1 

m 


% • 

1 rd (a x m ~' 1 a y ) d(a x m ~ 1 a y ) “1 w 9 , N . 

j L 0^ ^ ^ ^ ax üy ^ ai ^ i ~^ _ 02 “ aa?w 




die & te Polare von y in Bezug auf f(x ): 




! »t + üL,»l_ 

(m — l)...(w— Ä + 1) Laa;^ 1 ^vL/da;,*-^#*^ 1 &+•••+ -* 

/ 8 d y 

V 1 dx x + % dxj /■= a™-* ( a iVi+ a.> &)*= a* m - V- 


m(m — !)...(♦»— Ä + l) 
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3 . Für die Rechnung mit Symbolen ergeben sich noch folgende 
Regeln: 

I. Da die Symbolenpaare 04, a 2 ; 6 n 6 2 ; ... von 

/*= a x 2 = 6* 2 = . . . 

gleichwertig sind, so ist es erlaubt in einer Funktion der Koefficienten 
von f irgendwelche Paare mit einander zu vertauschen, ohne dass sich 
der Ausdruck ändern kann. Ändert derselbe hierbei sein Zeichen, so 
verschwindet er identisch. 

Z. B. für f— a 2 hat man 

-D = a x 6 2 («i b 2 — a % &i) , 

also auch 

D-=\a 2 (pi a 2 b 2 ßj) == b^a 2 (pi b 2 Og b ^) , 

und wie oben 

2 D = (ab) 2 =(ba)\ 

Für f=*a x wird 

(ab) 8 = (a x b 2 - a 2 b^f = - (b t a 2 — & 2 a x ) 8 = - (6a) 3 , 
also, da auch 

(ab)* = (6 a) 3 , 

(a6) 8 = 0. 

Ebenso für f=a 2m + 1 

(a6) 2m + 1 = 0. 

II. Man hat die Identität 

a x b x c x 

0 = a 2 b 2 Cg — (a 6) c x -b ( bc)a x -j - (p ®) b x . 

a x b x C x 

III. Aus derselben folgt durch Quadrierung die Identität 

2(ab)(ac)b x c x = (aV) 2 c 2 + (a<?) 2 6* 2 — (bc) 2 a x 2 . 

IV. Hat man ausser 

/’= a x m = 6*™ = . . . 

noch eine weitere Grundform 9?, n 1 ®* Ordnung, so fährt man auch für 
diese Symbole ein: 

(p^a x n = ß x n — ... 

und rechnet im übrigen wie vorher. Im besonderen kann man auch 
eine Kovariante qp von f durch ein neues Symbol bezeichnen 

<p *= CL X — ß x *=..., 

wobei alsdann die 

a l V f a l* •••) *** 

* 

und ebenso die Potenzen der /S, die Koefficienten von 9p, also 
homogene Funktionen Grades der Koefficienten von f bedeuten. 

19* 
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Beispiel. Sei 

/' === “f 3 d^X-yX^ -|- == ^ ^ == • • • 

Die Diskriminante wird 


jj ®0 ®1 ^ «0 ®1 

«1 

«g _ 




®j % ®1 ®i 

a 2 

°S 




a 2 afa 2 c,® 


4 V 

®i*% 

C^Cg 

CiCg* 

M a 2 V <W 


Vh 

W 




Hier wird der erste Teil zu 


a 2 WV (ab) (cd) 

und nach Vertauschung von a mit b und von c mit d und Addition zu 

ï ( W~ a 2 V) b){cd)=\ (a b) 2 (cd) 2 (« A+« 2 b t ) (e^+Cg <), 

=(ab) 2 (cd) 2 «A . c t c^, 

der zweite Teil ebenso zu 


also 


— 4 a, 8 &i b 2 c l c i d 2 2 (ab)(cd)= — (ab) 2 (cd) 2 a i b 1 c ss d js , 


R=(a 6)* (c d) 2 fabgCtdg— a^Cgdg) =(ab) 2 ( c <0 2 «A(c6)=-f (« b) 2 (cd) 2 (a d)(c 6). 

Dasselbe ergiebt sich auch, wenn man zuerst die Hessesche Form A 
von f bildet. Man findet 

Pf d 2 f 

dx t 2 dx 1 dx 3 

d 2 f d 2 f 

dx 1 dx g dx s 2 

Schreibt man nun nach IV: 

2 A — (ab) % a x b m — a x 2 — ß 2 , 

so wird 

ai 2 =0i*=(«&) 8 «i&i, 2a 1 a 2 =2ß 1 ß i = (ab) 2 (a 1 b i +a i b 1 ), a 2 2 ^=ß ss 2 ’=(ab) 2 a i b 2 
und 

R~-±(aß) 2 . 

Diesen Wert berechnet man nun entweder wie oben, indem man die 
Werte der a 2 ^ ... direkt einsetzt, oder besser so. Ersetzt man in dem 
obigen Ausdruck von 2d die willkürlichen Grössen x 2 bezüglich 
durch —«g, a xi so folgt: 

(aß) 2 — (ab) 2 (aa) (ba). 

Aber die Polare von 2 A wird 

a%ay s=s y (ab) (a x by ~ l - bx ay ) s=ss (a b) 2 cixby — (cd) 2 Cxdy , 

also indem man hier x X} x % durch — a^ 9 y 2 durch — b 27 b x er- 

setzt und mit (ab) 2 multipliziert: 



=2 =2a J 6 î aA(«&)=(«6) î aA. 



imd 
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n _i(df dJ df dj\ t : . 
8 \dx, dz, 8x a 8zJ = °* 


R = — ^(ab)*(cd)*(ac) (6d), 

was mit. dem Obigen übereinstimmt. 

Um das System von f zu vervollständigen, ist noch zu bilden: 

df dA df_ dA_ 
dx 2 dx 1 

und nach dem obigen Ausdruck für a x a y : 

Q — ( ac ) Q>cfa x *b x . 

Für die Form vierter Ordnung 

f= dx 

führen wir die auf ähnliche Weise zu berechnenden Formen des Systems 
nur an: 

(abf, (ab) 2 {acy(bc)\ (abya x *b x * y (aby(bc)a x 2 b x c x 3 . 

4. Nach dieser Auseinandersetzung des Rechnungsmechanismus 
seien nun die von Clebsch entwickelten Principien der Kovarianten- 
bestimmung kurz mitgeteilt. 

Macht man auf 

6) /*= (a^! + = a x m — 

die Substitution 

I *i=.Pili'+2iÉ*i 

7) | x t = J*sSi “I" îsSïj 

aus der folgt 
7a) 

so geht f über in 

8) 

WO 

9 ) 

und hieraus: 

oder 
9 a) 


b x m 


f fiel — ïj®l 2l®J) 

1 = P» X 1 ~^~Pl X i) 

f={AA-VA^) m -^ 
A—p i«i +.&«*> 

^» = 2i«i + 2»«a> 

ra^ = Pi-Ai 

rat^-qiA+PiA, 

( r (-<h) == Pi(-A) + &A> 

l rOi =p* (— A 8 ) + 2, A • 


Vergleicht man diese letzteren Ausdrücke mit 7), so sieht man, 
dass sich vermöge 7), von dem gemeinsamen Faktor des Moduls r 
der Substitution abgesehen, das Symbolenpaar — o*, o, genau so in 
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das Paar — A 2J A t transformiert, wie das Variabeinpaar x x , x 2 in das 
Paar der neuen Variabein § 8 . 

Hieraus folgt, dass ein htomogener Ausdruck, der nur Fak- 
toren von den Formen a x , b x ... und {ab), (< ac ), ... enthält, 
jedenfalls die Kovarianteneigenschaft besitzt. Denn die erste- 
ren Faktoren gehext durch 7) bezüglich in Aç, B$, ..., die letzteren, 
bis auf den Faktor r, bezüglich in {AB), {. AC ), ... über, so dass 
wegen der Homogenëitat der aus der transformierten Fornu/’ in 8) 
gebildete Ausdruck bis auf eine Potenz von r in den ursprünglichen 
übergeht. Zugleich sieht man, dass man in einem solchen Ausdruck, 
ohne die Invarianteneigenschaft zu ändern, in irgendwelchen der Fak- 
toren a x , b x , ... das Paar oc x durch ein neues Symbolenpaar c i9 c 2 
von f ersetzen und mit Faktoren {cd), ... multiplizieren kann, wenn 
nur diese Paare immer in der m ten Dimension aufkreten. 

5. Um den umgekehrten Satz zu entwickeln, dass jede Ko- 
variante von f in symbolischer Bezeichnung immer als 
Summe von Produkten dargestellt werden kann, deren Fak- 
toren nur die Formen a x , {ab) haben, ist zunächst der analoge 
Satz für die Invarianten eines Systems von linearen Grund- 
formen zu beweisen, dass diese nämlich ganze Funktionen der 
Determinanten je’zweier dieser Formen sind. 

Die linearen Formen seien 


10 ) 

und deren Determinanten 


a x iX) x x + a 2 <Vx 2 =ot} x , 
a l Wx 1 + a 2 &x 2 =x! 2 , 


a x ^x x + a 2 ^x 2 ^od h 



A, *-(«<•><). 


Benutzt man die ersten beiden Formen von 10) zur linearen 
Transformation, so werden die Formen 10) zu 



oê 8 , 

{ -Dl,» ^3 = -03,2 xf x — A ,1 Où f 2 , 


[ A, 2 Odi = A, 2 0J X ~ A, 1 0Ü J 2 , 

so dass, da die Substitutionsdeterminante A , 2 ist und die 12) auch 
nur die A, * enthalten, der Satz für das System 10) bewiesen ist. 
Es folgt noch, dass eine lineare Form keine Invariante hat. 
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Beachtet man noch, dass man jede Kovariante als simultane In- 
variante auffassen kann, indem man nur x X7 x % durch — « 2 , a x ersetzt 
denkt, wo a xi a 2 die Koefficienten einer weiteren linearen Grundform 


a x x x + a 2 x 2 

sind, so folgt hieraus weiter (oder auch aus 12), dass alle Ko- 
varianten des Systems 10) ganze Funktionen der D*,* in 11) 
und der Formen 10) selbst sind. 

6. Der Hauptsatz von Nr. 5 beweist sich jetzt mit Hilfe der in 
§19,3 gegebenen Operation d(coi), welche aus einer simultanen In- 
variante eine andere ableitet. 

Sei J eine Invariante p ten Grades einer Form m tor Ordnung 

13) f=a 0 x l m +^\a 1 x l m ~ 1 x i + ... + a m x !1 m t 

und seien 


14 ) CC x X x “|“ (XÿXÿj ß x X x " i " ß% *^2 ) •••) ? 1*^1 “ i ” ^ 2*^2 

q verschiedene lineare Formen. Bildet man aus J successive 


15) 


, dJ 

Ji ~5T*t m + 


2 


da 0 
dJ t 
da, 


et 

da t 


m — 1 


«2 + . . . + 


0 


o r 


dJ 

da m 

dJ x 

da 


a m 

«2 J 


A", 


m 


Ju = Qi m + Ql ” 1 - 1 *» + ••• + ê -ér 1 . 


da, 


o 


da x 


da 


m 


so erhält man nach § 19,3 in J x eine simultane Invariante von f und 
(a t x X ’ \-a 2 x^) m 7 also auch von f und a x x x + a 2 x 2 - ebenso in J 2 eine 
solche von f und den beiden ersten Formen in 14) u. s. w., endlich in J 9 
eine solche der q linearen Formen 14) allein, da in die Koefficien- 
ten von f nicht mehr Vorkommen, und zwar m ten Grades in Bezug auf 
jede der Formen 14). 

Nach Nr. 5 kann also Jq als ganze Funktion der Determinanten 

(«/}), (ay), (ßy), ... 

der Formen 14) dargestellt werden. 

Ersetzt man aber in Jq die Grössen 

Qi m , Qi“- 1 ?*, •••> Q* m 


durch die bez. Koefficienten von f 


Uq, Öj, • ••, Om 7 * 

so entsteht Jq—i aus Jq. Dies kann so geschehen, dass man die 
Koefficienten q 17 durch das Symbolenpaar a 2 von 
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/■=(« Ä +«**») ,n 

ersetzt. Bei der letzten Darstellung von J Q tritt dann in jede Deter- 
minante, welche p enthält, einfach a an Stelle von p. 

Ersetzt man weiter in der so erhaltenen Invariante J Q —i die 
Koefficienten der zweitletzten Form von 14) durch das Symbolenpaar 
b u b 2 von /*=(&!#! + &*# 2 ) m j 80 entsteht 2Jq— 2 aus «7^— i u. s. w. Er- 
setzt man endlich in dem so erhaltenen 1 . 2 . . . (p — 1) J x die Koefficienten 
a ly a 2 der ersten Form 14) durch das Symbolenpaar r 1? r 2 von f } so 
entsteht 1.2.3...p. J. 

Man erhält also aus dem Ausdruck als Funktion der Deter- 
minanten 

{aß), (ay), (ßy), ... 

geschrieben, dadurch einen Ausdruck für 1 . 2 . 3 . . . . p . «7, dass man 
fur die a, ß, p bezüglich Symbole r, g, a von f einsetzt. Und 
hierdurch wird J eine ganze Funktion von Ausdrücken der Form (ab) 
wie der Satz Nr. 5 behauptete. 

Ist J eine simultane Invariante mehrerer Grundformen, so führt 
man analog auch für die weiteren Grundformen zunächst Systeme 
linearer Formen ein und ersetzt dann deren Koefficienten durch die 
Symbole der Grundformen. 

Da ferner durch Einführung einer weiteren linearen Grundform 
jede Kovariante als simultane Invariante betrachtet werden kann, 
so folgt der Satz: 

Jede simultane Kovariante der Formen 

f — b x m y (p — a x n = ß x n , ... 

kann symbolisch als Aggregat von Produkten dargestellt 
werden, deren Faktoren von den Formen (ab) } (aß), (aa\ ... 
und a*, a xi ... sind. 

Die Faktoren der Art a x , a x , ... sollen Faktoren erster Art, 
die der Art (ab\ (aa), ... Klammerfaktoren heissen. Die Ordnung 
einer Kovariante ist dann gleich der Anzahl der Faktoren erster Art 
in einem solchen Produkt, der Grad in Bezug auf f gleich der An- 
zahl der in demselben ' vorkommenden Symbolenpaare von /*, der In- 
dex gleich der Anzahl der Klammerfaktoren desselben. 

7. Der wichtigste Prozess der Kovariantenbildung ist die Über- 
schiebung zweier Formen oder einer Form über sich selbst. 

, Seien 

16) <p = a x m =b x m 9 t~a x "=ß x », 

so heisst 
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17) (aa) k a x m - k a x *- k 

die Jc te Überschiebung von cp über und ebenso 

18) ( ab) k a x m - k b x m - k 

die Überschiebung von cp über sich selbst. Im letzten Fall muss 
Je gerade sein, da sonst 

(ab) k a x m - k b x m - k = — (ba) k a x m -‘ k b x m ~ k ^0 
wird. Dieser Prozess ist identisch mit dem § 19,2 durch 

bezeichneten. 

Insbesondere ist die erste Überschiebung von cp über cf) 

( aa ) a I m '“ 1 «/" 1 

identisch mit der Funktionaldeterminante von cp, ty) die zweite Über- 
schiebung von cp über sich selbst 

{abya x m ~ 2 b x m ~ 2 

.gleich der Hesseschen Form von <p, die letzte Überschiebung einer 
Form cp von gerader Ordnung m über sich selbst 

( ab) m 

gleich der quadratischen Invariante von cp. 

Alle Invarianten und Kovarianten einer Form f lassen sich 
successive durch Überschiebungen von f über sich selbst und über 
schon gebildete Kovarianten erzeugen. Hierüber verweisen wir auf 
Clebschs binäre Formen. 

8. Mittelst der symbolischen Darstellung lässt sich der Hermite- 
sche Reciprocitätssatz (§ 23) und die Herstellung der entsprechen- 
den Form aus der ursprünglichen einfach zeigen. Nach § 23 hat 
man eine Kovariante cp von f zunächst in den Wurzeln von f aus- 
zudrücken und dann gewisse Wurzelaggregate durch die Koefficienten 
einer neuen Form f zu ersetzen, um die entsprechende Kovariante 
cp f von f zu erhalten. Dabei ist aber zu bemerken, dass man, wenn 
man umgekehrt cp f durch die Wurzeln von f ausdrückt und dann die 
Wurzelaggregate durch die Koefficienten von f ersetzt, nicht not- 
wendig auf cp kommt, sondern nur auf eine Kovariante von derselben 
Ordnung und demselben Grad, wie cp. 

Dieses Entsprechen gestaltet sich hier so: 

Sei 

19) /*“ 1 " • • • == Öq *^ 2 ) • • • 0^1 

und die Kovariante p ten Grades cp von f 
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20) (p ==s= ^*3)^ • • • (^1 ^l^y* j 

dann tritt nach § 16 jede der m Wurzeln a ly . .., a m in jedem Gliede 
von 9 gleich oft, und zwar pmal auf. 

Man setze nun in irgend einem Gliede von 9 an Stelle der 
Wurzeln a l9 « 2 , a 9 , ... bez. die Symbole a\ b\ c f , ... einer neuen 
Form f von der Ordnung q 

21 ) f'= a' x * =6'/=... = a' 0 (x t — ß^)... (x t — ß { ,x 2 ), 
und zwar an Stelle von 

( a i a a) Ä 7 0 *i «3)*' ? • • • 7 (*^1 **1 *^2)^ 7 (^1 ß 2 ^2)^ 7 • • • 

bez. 

(o'i»')*, («'c'y, a'* 1 , &'£, 

so ergiebt sich 

22) 9' - (a'6') Ä (a'dyiVd ? . . . . . , 

wo jedes der m Symbole a', b\ d, ... zur p ten Dimension vorkommt. 
Also hat man in 9' eine Kovariante von f\ gleicher Ordnung wie 9 
und vom Grade w, erhalten, was der Satz des § 23 ist. 

Umgekehrt kann man aus dem vorliegenden symbolischen 
Ausdruck 22) von 9' den Wurzelausdruck 20 ) von 9 ableiten, und 
die verschiedenen gleichwertigen symbolischen Formen, welche 9/ an- 
nehmen kann, führen alle auf dasselbe 9, da die Operationen Nr. 3 , 
I bis III, wie an 22 ), analog auch an den Termen von 20 ) vor- 
genommen werden dürfen. Dagegen wird der Wurzelausdruck von 
( p f im allgemeinen ein anderes 9, als 20), liefern. 

Beispiele. I. Sei 

f— «o Oi - «A) Oi~ «A)> 

D ^(«i-O 8 , 

9 = «o 2 '(«i-<) 3 % 

so folgt für die Form 

f = a! x **=V** 

die quadratische Invariante 
Schreibt man 


und 

so hat man auch 


/* _ a JX) 2 _ . . . _ ajß)* «. bjx ) 2 Ä ... = 



9 = (~ 4 D)* = (- 2)'. (ffi) U ») 2 . . . (a« 6<‘>) 2 

und hieraus für 


f = « 0 Oi — 0A) (»i - Aa) • • • Oi — ßu O 

die quadratische Invariante 
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<P' = «'* 0 * 0 * 1 - ß.+if (ß* ~ ß.+»Y~ ■ (ß. ~ ß»)\ 
die bis auf einen numerischen Faktor hier mit der obigen q> r überein- 
stimmen muss. 

II. Seien f und D wie in Beispiel I, und 

w = (a, — a 2 ) 2 * . (x* — a. # 2 V (x t — cc«x ., V = 

= (- 2)* . (a< l > V 1 *) 2 . . . (a« &«) 2 «*<'+ *. . . a,c«+ 

Sei ferner 

f = a' l j,+, = &'«**+' = a' 0 (x t - fta ;*) — ß 2 x s )... (x t — ßi.+tXj). 

So entspricht der ersten Form von (p nach 20), 22) 

ç> r — 

d. h. die 2s te Überschiebung von f über sich selbst. Dies ist auch 
die einzige Form von der Ordnung 2 £, dem Grade 2, welche f be- 
sitzt, wie die symbolische Bild ungs weise sogleich lehrt. Daher muss 
auch die aus der zweiten Form von <p . zu bildende entsprechende 
Form von f: 

ci 2 E (ß ± — ß 8 + 1) 2 . . . (ß s - ß 2s y (x t — /W iÆ 2 )^ . . - 02,-H ^) 2 

mit der obigen Form (p f bis auf einen Zahlenfaktor übereinstimmen. 

t 

9. Zum Schlüsse möge noch dadurch ein Einblick in die mittelst 
der symbolischen Darstellungen zu gewinnenden Theorien ermöglicht 
werden, dass hier nach der Gordanschen Methode die Frage der End- 
lichkeit des vollen Formensystems (vergl. § 18,4 und § 19,6) 
für die einfachsten Fälle behandelt wird. 

I. Die Grundform sei die quadratische Form 
Man hat zunächst 

2 D = (ab) 2 . 

Irgend eine Kovariante im System von f hat entweder keinen Klammer- . 
faktor [von der Art (a&)] und ist dann notwendig 

oder hat den Faktor (a&), ist also von der Form 

d = (ab)a y b z , 

wo die y, 0 gleich x sind oder noch weitere Symbole c, d } ..., nicht 
aber a, b von f enthalten können. Durch Vertauschung von a mit b 
ergiebt sich aber 

0 = ( ab)a y b s = ( bd)b y d g = -j(ab)(a y b z — b y d z ) 9 

also, da nach Nr. 3, U. dieses Paragraphen 
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a y b t — b y a z = (ab) (yz ) , 

0 = i(ab)*(yz) « B . (yz). 

0 enthält also dann den Faktor B und ist auf niedrigere Formen re- 
ducierbar. Daher folgt sogleich: Jede Form des Systems ist eine 
ganze Funktion von f und B. 

II. Man habe das simultane System einer quadratischen und 
einer linearen Form 


f — — by — • • • , — cc x — ßx — • • • 

und sei 

2B = (a&) 2 , j = (au) (aß) = (aa) 2 , Q = (ad)a x . 

Eine Form im System von f y <p hat entweder nur Faktoren erster Art 
und ist dann 

/> . <p% 

oder den Klammerfaktor (aß) und verschwindet dann, oder den Eiammer- 
faktor (ab) und wird dann, wie in L, reduciebel mit dem Faktor Z), 
oder den Faktor (ad): 

d = (aa)a y . 

Dieses 0 muss aber eine der drei Formen annehmen 


(i aa)a x , (aa) 2 , (au) (ab)b z , 

von denen die ersten beiden mit Q und j bezeichnet sind, während 
die letztere wegen des Faktors (ab) reduciebel wird. Also folgt: 
Jede Form im System von f und <p ist eine ganze Funktion 
von q>, B, Q. 

Insbesondere hat man für a x 8 und die Polaren nach y im System 
von a x * das volle System 

a *\ (y x )i («&)*, V) 

III. Für das simultane System zweier quadratischer 
Formen 

f=a x 2 = b x * = ..., q)*=u x 2 = ß x 2 = ... 

sei 

2D = (a6) 2 , 2J = (aß) 2 J j = (au)\ 

Q = (ad)a x u x . 

Eine Form im System von /*, <p hat entweder nur Faktoren erster 
Art und ist dann 


oder den Eiammerfaktor (ab) und wird dann, wie in I., reduciebel mit 
dem Faktor B, oder (aß) und ist dann ebenso reduciebel mit dem 
Faktor ^/, oder den Faktor (ad): 

0 = (ad)a y a t . 

Dieses 0 muss dann eine der Formen annehmen: 


§ 26 . Symbolische Darstellungsform der Kovarianten. 
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(qa)a x a x , (aa) 2 , (aa)(ab)b y a Z7 (acc)(aß)a y ß z , 

( q a ) (a ß) a z ß y , (a a ) (b a) a y b z , 

von denen die beiden ersteren die Formen Ç, j, die beiden weiteren 
als redudlebel nachgewiesen sind, so dass nur bleibt 

0 = (acc)(aß)cc t ß y} 0 ! = (a a) (ba) a y b x . 


Nimmt man nun von 

fr = (aa) (a/3) cc y ß y 

die Polare nach , so ergiebt sich 

(aa)(aß) (a t ß y + a y ß z ) — 20; 

ferner ist nach der Regel III, Nr. 3 dieses Paragraphen: 

fr = 0«) faß) r { (a«)W+ («/*) 2 «y 2 - («/*)* V } ) 

*=} m a* — J ,a y \ 

also die Polare 


und ebenso 


0 ” • J • CC y CC z ^ fly Ctg | 


0* =j ,a y a z — Da y a Z7 

so dass 0 und 0' auf Summen reduciebler Formen zurückgeführt sind. 
Es folgt also: Jede Form im System von f und qp ist eine 
ganze Funktion von f } <p, D 7 J, h Q- 
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Konstruktion von Tabellen symmetrischer Funktionen der 

Wurzeln einer Gleichung« 


1. Die ersten Tabellen der symmetrischen Funktionen der Wur- 
zeln einer Gleichung findet man bei Vandermonde*, der bereits 1771 
die Waringsche Formel seinen Berechnungen zu Grunde legte. Aus- 
führlichere Tabellen verdankt man Meyer Hirsch, der die symme- 
trischen Funktionen der zehn ersten Grade mit Hilfe der Potenzsummen 
der Wurzeln berechnete und 1809 publizierte. Dieselben sind von 
Cayley in seinem Memoir on the Symmetrie fonctions** im Verein 
mit von ihm neu entworfenen Tabellen, den Umkehrungen der ersteren, 
reproduziert worden (vergl. die Fussnote pag. 18). Endlich hat der 
Verfasser*** eine vorteilhafte Umstellung der ersteren Tabellen vor- 
genommen und eine solche vom elften Grad zugefügt. 

Zur näheren Erläuterung dieser Cayleyschen und Brunoschen Ta- 
bellen mögen die folgenden Bemerkungen, grösstenteils nach Cayley, 
dienen: 

Drückt man eine symmetrische Funktion der Wurzeln einer Glei- 
chung als Funktion der Koefficienten aus, die A ten Grades, Gewichtes 
sein möge, so enthält dieser Ausdruck Koefficientenaggregate von der 
Form 





(0 

? 


deren Indices und Exponenten bekanntlich die Identitäten 



I Ad) + a« + AW + . . . + A® - A , 

1 A t A« + k 2 A» + A s A® + . . . ■ + A,- A<*> - p 


* Vandermonde, Hist, de l'Acad. de Paris 1771. 

** Cayley, Phil. Trans. 1867 p. 489. 

*** Bruno, Comptes rendus 1873. 
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erfüllen müssen, wobei vorausgesetzt werden soll, dass > A 2 > Ä 8 >... 
sei, d. h. dass die Indices eine fallende Reihe bilden. Dann soll das 
Wurzelaggregat 

3) £(a iat ... V)* 1 (V+i V>+» - 

(V^l<*>+i a l (,) +l<»+2 • • • V’+iW+iw) 1 * ff ^ < " Ti • üy \ 

als das 1) zugehörige, und das Wurzelaggregàt ( l' ! ï 1 .- tl S J T Ÿ 

4) 2,’(a 1 a 2 ...a L )l (,) +J. (!>> +... + i (0 . 


• ( a h+ 1 a h +» ••• a i ( . 1 ) lW+iC * >+ - +J ’ 

/ xiW.iW, , *0-2) 

•K_,+i «»,_,+* -«v«) 1 +l + - +i 




•(«x 1 +i«x 1 +*— a i 1 ) l0) 

als das 1) konjugierte* bezeichnet werden. 
Zum Beispiel: 


Koefficienten- 

aggregat. 

Zugehöriges 

Wurzelaggregat. 

Konjugiertes 

Wurzelaggregat. 

V 

£ a i a t a % 

2.’a x 3 a 2 2 a 3 


• 2afafa t a A 

Za x 4 etg* 

a 3 a i 3 

^«l®02«8«4 

■^«1 4 «2 «s 

OgOg* =fl s a 2 flg 

■£a 1 3 a 2 2 a 3 si 



Zunächst bemerkt man, dass das zugehörige Wurzelaggregat 
sehr einfach aus dem Koefficientenaggregat dadurch gebildet wird, 
dass man ein Aggregat von soviel auf einanderfolgenden Wurzeln 
a 1} a 2 , ... anschreibt, als das Koefficientenaggregat Faktoren hat und 
alsdann die Indices des letzteren, der Reihe nach vom höchsten be- 
ginnend, als Exponenten den Faktoren des Wurzelaggregats zufügt. 
So wird z. B. aus dem Koefficientenaggregat a % a^a x a x das zugehörige 
Wurzelaggregat 2 a* cr 2 2 «g 1 a 4 * u. s. w. 

Für die Bildung des konjugierten Wurzelaggregats diene 
die folgende Regel: Man drückt im Koefficientenaggregat die einzel- 
nen Koefficienten als Funktionen der Wurzeln aus, z. B. 

a i a s a 1 =‘(-i:a l a i a 3 )(+2a 1 a i )( r -£a 1 ), 

O,* < - a*) 2 (- 2;« x ) 2 , 

«s«i 8 = (- ^«i «* «s) (- ^“i) 3 ) 


* Conjugate partition bei Cayley a. a. 0. p. 491. 
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In diesen Produkten findet man auch die konjugierten Wurzel- 
aggregate enthalten, indem man nämlich gerade die ersten Terme unter 
den Zeichen mit einander multipliziert; also: 

conjugiert «gO^, 

2 « 1 4 « 2 * » 

2a 1 i ce i a 3 „ a s V, 

Eine andere praktische Regel, um aus dem Koefficientenaggregat 
das konjugierte Wurzelaggregat zu bilden, ist folgende. Man schreibt 
die Indices der einzelnen Koefficienten so yon links nach rechts unter- 
einander, dass in jeder Zeile soviel 1 stehen, als der Index Einheiten 
hat. Dann addiert man die Kolonnen und erhält so die Exponenten 
der Wurzeln des konjugierten Aggregats. 

Beispiele. 1. Um das konjugierte Aggregat zu zu finden, 

schreibt man das Schema an 

1 1 1 
1 1 
1 

3 2 1 

woraus 

2a l *afa i . 

2. Das zu konjugierte Aggregat folgt aus dem Schema 

1 1 
1 1 
1 

_1 

4 2 

nämlich 

3. Das zu a z a* konjugierte Aggregat folgt aus dem Schema 

1 1 1 
1 
1 

J. •_ 

4 1 1 

2a 1 *a i a i . 


also 
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4. Ebenso zn a 3 a/: 


also 


111 
1 1 
1 1 

3 3 1 


Nach dieser Regel können auf analoge Weise die Indices der 
Eoefficienten aus den Exponenten des konjugierten Wurzelaggregats 
gewonnen werden. 

Die drei besprochenen Aggregate sind von gleichem Gewicht. 
Dies sieht man an 3) unmittelbar, während auch 4) giebt: 


U (A (1) + A® + . . . + A») + (A<_ i - A f ) (A® + A® + ») + 

+ (A,*_ 2 — Af_ i) (A (1 > + A (2) + • . . + A (, “" 2) ) + . . . + (A a — A 2 ) A (1) =p. 


2. Eine symmetrische Funktion 


Zaf'CLfp'aJh ... 


enthält das konjugierte Eoefficientenaggregat* mit dem 
Zahlenfaktor +1 oder —1, je nachdem das Gewicht gerade 
oder ungerade ist (vergl. § 1, e). 

Betrachten wir zunächst die symmetrische Funktion 


3 


«8% 


der das Aggregat 
konjugiert ist. Setzt man nun 

^ai 4 «2«3 = ^ + 

so findet man 

-B- + 1; 

denn man hat 

a 8 a i 8 (— 2*1 «2 “Ù (— -£« l ) 8 = + 1 • -£« i 4 « 2 « 3 + . . . , 

woraus 

Z’a 1 4 a 2 a 3 = A + 1 . 2?. Za t é a 2 a 9 + ... 


folgt. Diese Gleichung wird durch B = + 1 nach § 2, 9 identisch; und 
auf keine andere Weise. Denn man hat genau ebenso viele einfache 


* Es sei hier bemerkt, dass das einer symmetrischen Funktion der Wurzeln 
konjugierte Eoefficientenaggregat genau identisch ist mit dem Koefficientenprodukt, 
das nach Gauss von der symmetrischen Funktion subtrahiert werden muss, da- 
mit in der Differenz die höchste Potenz der Wurzeln nicht mehr vorkommt. § 2, 9. 

Faä de Bruno, Theorie der binären Formen. 20 
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Kôefficientenaggregate, als einfache symmetrische Wurzelaggregate 
gleichen Gewichts, und beide drücken sich linear durch einander aus; 
da nun die ersteren offenbar von einander linear unabhängig sind, 
gilt dies auch von den letzteren; d. h. die Ausdrücke der Koefficienten- 
aggregate durch die Wurzelaggregate, und die umgekehrten, werden 
eindeutige. So tritt allgemein das, eindeutig definierte, konjugierte 
Aggregat auf der rechten Seite mit dem Faktor ± 1 auf. 

Zur Bestimmung des Zeichens hat man die Koefficienten durch 
die symmetrischen Funktionen der Wurzeln auszudrücken. Danach 
hat das der symmetrischen Funktion 

2 a x pi a/* a/* . . . 

konjugierte Aggregat das Zeichen + oder —, je nachdem 


(— 1)a (+ 1)^ (— 1 ) a . . . 


gleich + 1 oder — 1 ist, d. h. je nachdem 

(— ]_)Pi ( — 1) 2 P» ( — 1) 3 -P» .= ( — Sp 8 -f . .. __ ( — Gewicht 

den Wert +1 oder —1 hat. Damit ist der Satz bewiesen, der übrigens 
schon in § 1, 6 angewandt ist. 

3. Cayley hat die Bemerkung gemacht, dass man die symmetri- 
schen Funktionen von gleichem Gewicht in synoptischen Tabellen so 
anordnen kann, dass der Zahlenkoefficient der i ten Zeile und Tc^ n Ko- 
lonne gleich ist dem Zahlenkoefficienten der Jc ten Zeile und i ten Ko- 
lonne.* Man findet nämlich, dass der Zahlenkoefficient eines Terms A, 
welcher in der Entwicklung eines Wurzelaggregates 2 auftritt, gleich 
ist dem Zahlenkoefficienten des 2 zugehörigen Terms A F , welcher in 
der Entwicklung des A zugehörigen Wurzelaggregates 2 r auftritt. 
Hiernach sind die Tafeln geordnet. 

Die Reihen der Zahlenkoefficienten in den Tabellen haben noch 
eine weitere Eigenschaft. Multipliziert man sie der Reihe nach mit 
den Polynomialkoefficienten p teT Ordnung, so ergiebt (ausgenommen 
die letzte Kolonne) die Summe dieser Produkte Null, wie aus der 
Identität 

( a l + «2 + a 8 + * * •)* ( — a i) P 

unmittelbar hervorgeht; z. B. (Gewicht =4): 


* Vergleiche über “diese Eigenschaft: Betti, Ann. di Tortolini 1858 . 
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1 4 6 12 24 

x x x x x Summe 


lx 

-4 

+ 4 

+ 2 

-4 

+ 1 

4x 

+ 4 

-1 

-2 

+ 1 


6x 

+ 2 

-2 

+ 1 



12 x 

-4 

+ 1 




24 x 

+ 1 


• 



Summe 

0 

0 

0 

0 

1 


Diese Eigenschaft kann zur Kontrolle der Rechnung benutzt werden. 

4. Konstruktion und Einrichtung einer Tabelle vom Ge- 
wicht p. 

Man schreibt links in eine Kolonne alle symmetrischen Funk- 
tionen vom Gewicht p von Zaf bis Za 1 a i ...cc p . Dann schreibt man 
oben an in eine Zeile in derselben Ordnung alle zugehörigen Koef- 
ficientenaggregate vom Gewicht p. Dieselben zerfallen in zwei Gruppen 
von der Art, dass die Aggregate der ersten Gruppe den Aggregaten 

der zweiten Gruppe konjugiert sind, wobei einige Aggregate sich selbst 

— % 

entsprechen. Diese letzteren sind in den Tabellen durch fetten Druck 
hervorgehoben. Von dieser Art sind z. B. die Aggregate 

« s a a*, «4«,«,*, 


die durch den in Nr. 1 dieses' Paragraphen angegebenen Prozess der 
Konj ugiertenbildung in sich selbst übergehen, wie aus dem folgenden 
Schema ersichtlich ist: 


3 

3 

2 


1 

1 

1 


1 

1 

1 


1 

1 


4 

2 

1 

1 


1 

1 

1 

1 


1 

1 


1 1 


3 3 2 

4 2 11 

wo durch Addition der Zeilen oder Kolonnen dieselben Summen ent- 
stehen. 

Feraér sind die Aggregate 

a s a~f und a 6 a t a , 

die beide vom Gewicht 8 sind, einander konjugiert, wie aus dem 
Schema ersichtlich ist: 


20 * 
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6 111111 

1 1 

1 JL 

3 11111 

wo durch Addition der Zeilen das Aggregat a 6 a t 2 und durch Addition 
der Kolonnen das Aggregat a 3 a^ entsteht. Die sich selbst konjugier- 
ten Aggregate sind in den Tabellen in die Mitte gestellt, während 
die einander konjugierten Aggregate symmetrisch auf beide Seiten 
verteilt werden, so dass für die Gesamtanordnung die Ordnung der 
einen Hälfte der Koefficientenaggregate genügt. 

Als Beispiel diene die Tabelle vom Gewicht 10. Die sich selbst 
konjugierten Aggregate sind daselbst 


nach dem Schema: 


«4 a 3®2 a i Un d 

4 1 

1 

11 5 1 

1111 

3 1 

1 

1 2 1 

1 

2 1 

1 

1 1 

• 

1 1 


1 1 

- 

4 

3 

2 1 11 



5 2 111 

Zu beiden Seiten dieser Aggregate sind die einander konjugierten 

/ 

Aggregate der Koefficienten symmetrisch verteilt, wie z. B. a 3 2 a 2 a x 2 
und ; n. s« w . 

Man bemerkt nun ferner: 


I. Die Koefficienten der zweiten Diagonale sind sämtlich gleich 
(- 1 )* 

II. Die Grade der Aggregate können den höchsten Exponenten 
der symmetrischen Funktionen nicht überschreiten. 


III. Es genügt die Hälfte der Koefficienten zu berechnen, da sie 
in Bezug auf die erste Diagonale symmetrisch sind. 

IV. Mit Hilfe der Waringschen Formel (§ 1 , 2 , Formel 9) kann 
man die Potenzsummen s und mit Hilfe der Formel 39), § 1, 4, 
Anmerkung 2 die symmetrischen Funktionen der Form 
JE«/ a/ a 3 p ... berechnen. 

V. Mit Hilfe einer Methode, die in Nr. 5 erläutert werden soll, 
können vier oder mehr Zeilen und Kolonnen gleichzeitig be- 
rechnet werden. 

5. Formeln zur Berechnung der Tabellen. 

Das Gewicht werde durch p , die Anzahl der überhaupt in der 
symmetrischen Funktion enthaltenen Wurzeln durch &, die Anzahl der 
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auf der p ten Potenz vorkommenden Wurzeln durch die Anzahl der 
Wurzeln, die auf gleichem Grad Vorkommen, je durch i bezeichnet. 
Ferner bedeute wie früher 

•Z7(p) = 1.2.3...p, II (0) = 1. 

Dann hat man zur Berechnung der Koefficienten die folgenden Formeln: 

(— l)* .p. n(k— l). 

-(- iY{pn(k-i)-k 1 (#-i)n(k-2)). 

~ (-1)* {p riQc-iyU^-l) 0-2) J7(ä-3)-2ä,0-2)-H(^2) } . 

(- i)M pn(k- 1 ) -\(p - 1) n(k -2) - k, o -2) n(k -2) } . 
-<-l)* \pn(k-l)-M s 0-3) n(k -2)-3 k^ip- 3) n(k-S) - 

— k 1 (k 1 — l)(k 1 — 2)(jp — S)n(k — 4)}. 

(-1 )* { 2pI7(k-l)-[k l (p-l)+2k 2 (p-2)+3k,(p-3)]Il(k-2)- 

- k 2 {p — S) + k 1 (k 1 — l)(p — 2)] n(k - 3) } . 

- (-l)*0^-l)-[^0-l)+^(p-2)+Âs(î>-3)]n(Â-2) } . 

- (-1)* 0/7(Ä-l)-[4* 4 /J(*-2)+[2Ä 2 (Ä 2 -l)+4Z: 1 fc 8 ]77(Ä:-3)+ 
+4fc 1 * !! (/c 1 - 1 ) nQc-éy^k, (k ,- 1 Xkj-2) (k-3)/7(k-5)](p-4) ) . 


a p 


Op- 

1«1 

a p - 

2«2 

a p - 

2«i 2 

a p - 

3^3 

a p - 


Op_ 

3®i 

«p- 

4 «4 

• • 

flfp — 

• • 

/V m 
7» 

Op- 

m Q>m 

wo 



-(-!)* (pfl(k-l)-[k 1 (p-l)+k,(p-2)+...+k m (p-m)]n(k-2) } . 

. im rr/j / \ r 'ÇT mll(r — ï).IJ(k — r — 1) 

- (- 1 )* {„ n(k--l) - (, - m)^r ■ 

•^7 n(k i )n(k 2 )...n (k r ) 

' r n (k t - A,) n (k t - Aj) ... 77 (k r - A r ) J ’ 

Aj -j- 2 Ag -|- 3 Ag “f- • . . -f- t A r = w, 

Die so erhaltenen Zahlen sind dann noch je durch 77 {%) zu dividieren. 
Beispiele. 

I. Für 2Ja^a 2 2 a s ist p = 7 ; ß = 3. Der Koefficient von a 7 lautet: 

(- l) 8 . 7 . 1 . 2 = — 14. 

II. Für ist i> = 6, & = 3. Der Koefficient von lautet: 

-(-l) 8 {6.2 — 5} = + 7. 

III. Für -^a 1 2 « 2 2 a 3 2 a 4 « 5 ist p = 8, Jc*=D. Der Koefficient von a gO* 
lautet * 

, lVi 8I7(4)-2.6.J7(2)-6.6.J7(3)_ , 

. ^ > n (2) n (3) 

IV. Für 2 ctj 3 « 8 2 « s * a 4 ist p = 8, k = 4. Der Koefficient von a 6 a^ 
lautet: 

t^*{8/T(3)-7.1.2-2.6.2} = + 5. 

1 • J 

Beweis der Formeln. I. Eine symmetrische Funktion q> genügt 
nach § 2,2, Formel 12 dem System partieller Differentialgleichungen: 
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da, 


dtp , dtp , dtp , dtp 

+ «i 5^ + «* ^ + (* “ 2 ) = 0 


p — 3 


dOp-i 

dtp 

da p -i 


dSp—% 


+«i I?- + Cp- i)^- -° 


da. 


dqp 

da* 


ds p — i 


Nun ist nach Formel 36, pag. 10 


dq> 

ds n 


= (_!)*-! n(k-i), 


woraus mit Rücksicht auf obige Differentialgleichungen folgt: 


dtp 

da* 


= (-i)*.p.n(k-i), 


was der Koefficient von a p ist. 

II. Nimmt man zunächst an, dass in q> Sp— i nicht vorkomme, 


d. h. dass 


dtp 


ds n — 


*p — l 


»0, so hat man 


1 dq> 


- -(-i)* n (k-i). P , 


da p - 1 

was der Koefficient von a p —i a x ist. 

Enthält die symmetrische Funktion qp aber s p — i, so muss eine 
Reihe von Wurzeln, etwa linear eingehen, so dass der Term Sp-i^ 
k x - mal yorkommt mit dem Koefficienten (vergl. pag. 8) 

(~ l) i_ 1 77 (& — 2) , 

wonach 

dtp 


und 


Cl> - 1) ^ (f> - 1) (- 1)*- 1 77 (* - 2) • = 

= — (— l)* -1 h 1 (p—V)Il(k — 2).a 1 


ds „- 1 


dtp 


- - (- i)*i> • n (* - 1 ) + (- o - 1 ) n(k - 2 ) 


öj i 

= -(-1)* {p 77(& — 1) — ftj (p — 1) 77 (ä — 2) } , 
was der Koefficient von a p _i 0 1 ist, u. s. w. 

Anmerkung. Hier folgt noch eine Rekursionsformel: * 

— « 2 ft a 3 = a x EaJP* «/» + ZJa ^ 1 + 1 af* + 

Für ==s 1 hat man die Summe rechts noch durch 2 zu dividieren. 
Reduktionsformeln dieser Art, die für die Rechnung sehr forderlich 
sind, lassen sich leicht aufstellen. 
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Symmetrische Funktionen der Wurzeln 

einer Gleichung. 


i) 


Gewicht = 1. 


2 

vH 

© 

«i 

-1 


3) Gewicht -= 3. 


2 

00 

© 

i 

00 

vH 

Q 

«l 8 

-8 

+ 3 

-1 


+ 3 

-1 


«1 Cfg (Xg 

-1 




2) Gewicht — 2. 


2 

« 

© 

vH 

© 

« X * 

-2 

+ 1 

Ä i a 2 

+ 1 



4) Gewicht = 4. 


2 

©* 

e 1 

00 

© 

0« 

M 

vH 

© 

(M 

© 

tH 

© 

«i 4 

-4 

+ 4 

+ 2 

-4 

+ 1 

«l Sa 2 

+ 4 

B 

-2 

+ 1 



+ 2 

-2 

+ 1 




-4 

+ 1 




«l«2 a 8«4 

+ 1 






5) Gewicht = 5. 


2 

\a 

© 

© 

«s” 

00 

© 

O) 

8" 

©" 

M 

(M 

© 

oo 

vH 

© 

«f 

O 

© 

«i 5 

-5 

+ 5 

+ 5 

-5 

-5 

+ 5 

-î 

«! 4 “2 

+ 5 

-1 

-5 

+ 1 

+ 3 

-1 


a/«* 2 

+ 5 

-5 

+ 1 

+ 2 

-1 



cc t 3 cc 2 cc 3 

-5 

+ 1 

+ 2 

-i 




«1 2 «2*«S 

-5 

+ 3 

-i 



« 


a, 2 « ä a s a 4 

+ 5 

-1 







-1 


- 





t 



































6) Gewicht 
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m. 

Die irreduciebeln Invarianten 

der 

Formen zweiter, dritter, vierter und fünfter Ordnung sowohl 
als Funktionen der Koefficienten, als auch als Funktionen 

der Wurzeln ausgedrückt. . 


I. Die quadratische Form: 

/■= a 0 r* + 2a l xy + a 3 y i . 

J t = D = OoOj — «!* = — ^ (Oj — a x )*. 
= Diskriminante von f. 


n. Die kubische Form: 

f= fl^r® + Sa^xPy + St^xy* + a 8 y*. 

J t ^B^(a 0 a t — a 1 <%)* — 4 (a^ — %*) (a t a t — aj) = 

= a 0 2 Oj* — 3«!* Oj* + 4%® a 3 + 40303 ® — Ga^OjOg = 
= Diskriminante von f. 


ist 


F ür 

/■■= o 0 r* + o^y + Ojry* + Ogy® 

— 27 R — — 4a 0 Oj® — 4%® Oj + o^ Og® — 27 o 0 * o s ® 

und als Funktion der Wurzeln a u a a : 

— 27 JR — o 0 4 («g - oj® (a s - «j)® (a 8 - « 2 )*. 

(§ 4,4, a und § 7, 3). 


1 ) 


m. Die biquadratische Form: 

f= a 0 a 4 + 4 a x a?y + Qa^x^y 3 + Aa^xy 3 + a 4 y*. 

J 8 = i = a 0 a 4 — 4a t a s + 3a 2 2 . 


2 ) = 


«0 «1 


= %<h a ± + 20 * — a 3 — a 0 «s 2 “ a i 2 a i- 


24 


« 


<ii <h <h 
<h üj «4 

3) B = Diskriminante = Jg 8 — 27 «7^ 2 . 

Als Funktionen der Wurzeln a n « 2 , « 8 , a 4 : 

= ( a * - «a) 2 («i ~ «J* + (“a - O* («a ~ «J* + ( a i - «a) 2 ( a s “ «*)* ' - 


2 


0 


A 2 + B 2 + P, 


wo 


A — (a s « s ) (ce 1 a^, 
B = («3 - « 1 ) (« 2 - “ 4)1 

r = («1 - « 2 ) («8 ' « 4)5 
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Anhang. 


a 3 * *^3 ( a 2 “ a 3) 2 ( a i { ( a 3 a i) ( a 2 a Ù 0*1 ^2) (**3 a Ù } ~f“ * 

+ («8 - «l)* («2 - «4)® { («1 - O («8 — «4) - («2 - «s) («1 - “4) } + 
+ («1 - “2)* («8 - «4)® { («2 - «0 («1 - «4) - («8 - “l) ( tt 2 - «4) } = 

=A s (B-r) + B 2 (r-A) + r 8 (A-B) = 

4 =(A-B)(A-r)(B-r). 

4 f .R = A 8 B 2 r*. 

«0 

IV. Die Form fünfter Ordnung: 

f = a 0 # 5 + öa^; 4 !/ + 10 a 2 x*y 2 + 10a & x 2 y 3 + öa^xy* + a h y h . 

1) J A = A = a 0 2 a 5 2 — 10a 0 a 1 a 4 ß 5 + 4« 0 a 2 a 3 a 5 + 16 a 0 a 2 a 2 — 

— 1 2a Q a 2 a Ac + 1 &a 2 a$ar ö + $a 2 a 2 — 12 a x a 2 a h — 

— 76 % Og a 3 a 4 + 48 a x a 3 3 + 48 a 2 a 4 — 82a 2 a 3 2 = 

= (a 0 a 5 - 3 ö^a 4 4- 2 a 2 a 3 ) 2 — 4 (a 0 a 4 - 4 0^+3 a 2 2 )(a 1 a 5 - 4 a 2 a 4 +3 a 3 2 )= 
= — [i, i] nach § 22, 5. 

2) «V 


+ a 0 3 a 2 a s a 5 s 

— 80a Q a 2 a 2 2 a±a 2 

+ 27 af a 4 4 

— a 0 8 « 2 a 4 2 a 6 2 

— 34a 0 a 1 2 o 2 o 3 2 a 5 2 

— 48a 1 3 a 2 2 a 3 a 5 2 

— 3 a 0 * a 3 2 a 4 a 5 2 

+ 133a 0 a 1 2 a 2 a 8 a 4 2 a 5 

+ 3a 1 8 a 2 2 a 4 2 a 6 

+ 5a 0 3 a s a/ a 6 

— 54a 0 a 1 2 a 2 a 4 4 

+ \0&a* a±a b 

— 2a 0 s a i 6 

— 18 

— 81 

— a 0® a i 2 °3®5 3 

+ 3a 0 a A 2 ß 3 2 a 4 8 

— 38 

+ a 0 2 a x 2 a 4 2 a 5 2 

+ 78a 0 a 1 a 2 3 a 3 a 6 2 

+ 38 a/og 8 «/ 

— 3 <7 0 2 ff 2 2 a 6 3 

— lSao^Og 3 ^ 2 ^ 

+ 18 a 2 a 2 

+ 1 1 a 0 z flj « 2 a 3 a 4 a 5 2 

— 220 ß 0 aj a 2 2 Og 2 a 4 a ß 

— 80a t 2 a 2 z a s a à a b 

— 5 «^*<^0,0/05 

+ lOö^ajOg 2 ^«/ 

+ 38 a 2 a 2 a± 

+ 1 2 « 0 2 a, a, 3 « 5 2 

+ 93^0^02 a 3 4 a 5 

+ 8 a?a 2 a£a b 

— 30 a 0 2 a x «j 2 a 4 2 « 6 

— 3000 0! a 2 a 3 3 a 4 2 

-\-2ha 2 a 2 a£ a 2 

+ 15a 0 2 a l n i n i i 

— 

— hla 2 a 2 a b a^ 

+ 12a 0 2 a 2 *a 4 a 5 2 

— 27 a 0 a 2 5 a 5 2 

+ 18a! 2 a 3 6 

— 2la 0 2 a 2 2 a 3 2 a 6 2 

+ OSßoö^agö^ag 

— 

— 34 a 0 2 o^ 2 a z a 4 2 a 5 

— 38 « 0 a 2 4 « 4 8 

+ 6a 1 a 2 4 a 3 2 a 5 

+ 22 a 0 2 a 2 2 a 4 4 

— 42a 0 a 2 3 a 3 3 a 5 

— 57 »! a 2 a 3 a 4 2 

+ 78 a 0 2 « 2 fl 8 8 a 4 a s 

+ 8a 0 a 2 8 a 3 2 ß 4 2 

+ 74a 1 a 2 8 a 3 3 a 4 

— 48a 0 2 a 2 a 3 2 a 4 s 

+ 6a 0 a 2 2 a 3 4 a 4 

— 24a 1 a 2 2 a 3 5 

— 2 TW % 

— 2a 1 5 a 5 8 

+ 18 afa£ 

+ 18a 0 2 « 3 4 a 4 2 

• + löa^agö^ag 2 

— 24a 2 6 Og 2 « 4 

+ 5a 0 o 1 s «2« 5 ® 

+ 22a 1 4 a 3 2 a 5 2 

+ 8a 2 *a<f 

— oa^aj 8 a 3 a 4 a s 2 

— 54a! 4 a 3 a 4 2 a 5 

* 
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4) J\ 2 = '» (^W~ «^^Diskrimin. von j (wobei J 12 =*^P@~P f Q) ist [§ 22, 6]) 


— a 0 4 a 2 2 a 2 a 6 4 + 46 a 0 3 Og 2 Og 3 a 4 3 a b — 104 a 2 a x Og 8 a 8 a 4 5 

+ 2 a 0 4 a 2 3 a 8 a 4 2 a 5 8 — 60 a 3 Og 2 a 8 2 a 4 fi — 108 a 2 a x a% a$ a 2 

— a 0 4 a 2 2 a 4 4 a 2 — 6 a 0 3 a 2 Og 6 a 2 — 42 a 0 2 a x Og 2 a 2 a b 

+ 6 a 0 4 Oga 8 3 a 4 a 5 8 — 70a 0 8 a 2 a b + 298a 0 2 a 1 a 2 2 a 8 8 a 4 4 

— 16a 0 4 a 2 a 2 a 4 8 a 2 + 56 a 0 8 a 2 a 3 4 a 4 4 + 242 a 0 2 a 4 a 5 

+ 14a 0 4 aga 3 a 4 5 a 5 + 18a 0 8 a 8 7 a 4 a 5 — 294 a 2 a t a 2 a 3 

— 4 a 0 4 Oga 4 7 — 14a 0 8 Og 6 a 4 8 — 72a 0 2 a x a 3 8 a b 

— 4a 0 4 a 8 5 a 6 8 ; — a 0 2 a i a s 2 a s 4 + 78a 0 2 a 1 ag 7 a 4 2 

+ 11 a 0 4 Og 4 a 4 2 a 5 2 + 2a 0 2 a x 4 a 8 a 4 2 Og 3 — 6a 0 2 

— 10 a 0 4 a 8 8 a 4 4 a 5 — a 0 2 ö ^ 4 a 4 4 a 5 2 + 62 a 0 2 «g 6 a 2 a 2 

+ 3a 0 4 Og 2 a 4 6 — 16a 0 2 a x 8 Og 2 a 8 a 5 4 — 108a o 2 Og 6 Og 2 a 4 a 5 2 

+ 2 a 0 8 a 1 2 a 2 ag 2 a 6 4 + lô^o 2 ^ 8 ^ 2 ^ 2 ^ 8 — 164a 0 2 a 2 6 a 8 a 4 8 a ö 

— 4a 0 8 a x 2 a 2 a 5 8 + 82 a 0 2 a x 3 a 2 Og 2 a±a b 3 — 24a 0 2 Og 6 a 4 5 

+ 2a 0 8 a 2 a 2 a 2 a 2 — 1 32 a 2 a 3 a 2 a 8 a 3 a 2 + 63a 0 2 a 2 4 a 8 4 a b 2 

— 6 a 0 8 a x 2 a^a^a b 3 + 50 a 0 2 a x 3 a 2 a 4 5 a 5 + 394 a 0 2 a 2 a 8 s a 4 2 a b 

+ 16a 0 3 a x 2 a 8 2 a 4 8 a 5 2 — 16a 0 2 a x 3 a 8 4 a ö 8 + 194a 0 2 «g 4 a 2 a 4 4 

— 14a 0 8 % 2 a 8 a 4 6 a 5 — 14a 0 2 ö ^ 3 a 8 8 a 4 2 a 5 2 — 324a 0 2 Og 8 ß 8 5 a 4 a 5 

+ 4 « 0 8 a x 2 a 4 7 + 60 a 0 2 a x 8 a 8 2 a 4 4 a 5 — 440 a 0 2 a 2 3 a 3 4 a 4 8 

+ 6 a 0 8 a x a 2 3 — 30a 0 2 a 4 8 a 8 a 4 6 + 78a 0 2 ö ^ 2 Og 7 a b 

— 6 a 0 8 % a 2 8 a 4 2 a 5 3 +11 a 0 2 a 2 a 2 A a b + 428 a 2 Og 2 a 8 c a 2 

— 50a 0 8 a A Og 2 Og 2 a±a 3 — 30 a 2 a 2 a 2 a 3 a^a 3 — 180a 0 2 a 2 a 3 a 4 

+ 82a 0 3 a x a 2 2 a 8 a 4 3 Og 2 — 14a 0 2 a x 2 a 2 3 a 4 3 a 5 2 + 27 a 0 2 Og 10 

— 32 a 0 3 a x a 2 2 a 4 5 a 5 — 50a 0 2 a x 2 a 2 2 a 3 3 a 5 8 + l4a Q a x 3 a 2 Og a 6 4 

+ 36 a 0 3 a x a 2 a 3 a 3 +168a 0 2 a 1 2 a 2 2 a 8 2 a 4 2 a 5 2 ~ \4a^a x a 2 a 2 a 3 

— 30 a 0 3 a x Og a 8 8 a 4 2 a 6 2 — 48 a 0 2 a x 2 Og 2 «3 a 4 4 a 5 — 32 a 0 a x 5 a 8 2 a 4 a 5 3 

— 30a 0 3 a^a^ 2 a 4 4 Og — 4a 0 2 a ± 2 a 4 6 + 50a 0 % 5 a 3 af a b 2 

+ 24a Q 3 a 1 a 2 a 9 a i 6 —48a 0 2 a l 2 a 2 a B 4l a A a b 2 — 18 a 0 a x 6 a^a b 

— 28a 0 8 a 1 a 8 5 a 4 a 5 2 —2a 0 2 a 1 2 a 2 a 3 3 a 4 3 a b — lOa^af af a,^ 

+ 50a 0 8 Oi a 8 4 a 4 8 a 5 + 6 a 0 2 a x 2 a 2 a 3 2 a 4 5 — 30a 0 a x 4 Og 2 

— 22 a 0 8 a x Og 3 rt 4 ß + 62a 0 2 a x 2 a 8 6 a 5 2 + 60a 0 a x 4 a 2 2 a 4 8 a b 2 

— 4a 0 3 a 2 5 a b A — 90a 0 2 a x 2 Og 5 a 4 2 a b + 16a 0 a x 4 a 2 a 8 8 a b 3 

+ 36 a 3 a 2 a 8 a 4 a ß 8 + 39 a 0 2 a 2 Og 4 a 4 4 — 48 a 2 a 2 a 2 a 2 

— 16a 0 8 ag 4 a 4 8 a 5 2 — 28a 0 2 a x a 2 b a±a b 3 +38a 0 a 1 4 a 2 aga 4 4 a ö 

— 22a 0 8 a 2 3 Og 8 a 5 3 + 54a 0 2 a x a 2 4 a 3 2 a 5 8 — 36a 0 a x 4 Oga 4 6 

— 50a 0 8 a 2 8 a 8 2 a 4 2 a 5 2 — 48a 0 2 a 1 ag 4 aga 4 2 a 5 2 + l^ö^a^Og 4 «^ 2 

+ 16a 0 8 a 3 a b a£a b + 112 a 0 2 a x a 2 4 a 4 4 a b — 204a 0 a x 4 a 8 s a b 

+ 16a 0 8 Og 8 a 4 6 + 82 a 0 2 a x a 2 3 a g 8 a 4 a 5 2 + 102 a 0 a x 4 Og 2 a 4 6 

+ 54 a 0 3 a 2 a 8 4 a A a 2 — 170a 0 2 a 1 a 2 8 a 8 2 a 4 8 a 6 +50a 0 a 1 8 a 2 4 a 4 a 5 8 
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+ 46a 0 a 1 8 a 2 ® a 2 a ß ® 

+ 224 a 0 a 2 7 a 3 a 4 2 a ß 

+ 4a 1 4 a s 6 a 4 2 

— 2a 0 a x s a 2 ® a 3 a 2 a 2 

+ 16o 0 o 2 7 o 4 4 

— 14a 1 3 a 2 6 a 5 ® 

— 204a 0 a x ® Og 3 a 4 4 a 5 

— 342a 0 Og 6 a 3 ® a 4 a ß 

— 294a 1 ®Og 6 a 3 a 4 a 5 2 

— 170a 0 a 1 8 a 2 2 a 3 8 a 4 a 5 2 

— 220 a 0 a 2 6 a 3 2 a 4 ® 

+ 138 a x ®a 2 5 a 4 ®a ß 

+ 42 a 0 a x * a 3 2 a 4 ® a 6 

+ 106a 0 O2 5 a 3 5 a 6 

— 440 a x ® a 2 a 2 

+ 308a 0 a x 3 a 2 2 a z a 4e 6 

+ 392a 0 a 2 5 a 3 4 a 4 2 

+ 1246 Oj 8 Og 4 ag 2 a 4 2 o 6 

— 164a 0 a 1 8 a 2 a 3 6 a 5 2 

— 222 a 0 Og 4 a 3 ß a 4 

— 246 a x G5g 4 a 3 a 4 4 

+ 674a 0 a 1 3 a 2 a 8 4 a 4 2 a 5 

+ 40o 0 Og 8 a s 8 

+ 206 a x 3 a 2 8 g ^ 4 a 4 a ß 

— 590 a Q a x $ Og a 3 ® a 4 4 

-4o 1 7 o 8 o 8 4 

— 866 a x ® Og® Og® a 4 ® 

— 128 a ^ 8 « 3 ® a 4 a ß 

+ 4o 1 7 o 4 2 a 5 8 

— 220 ^® Gfg 2 a 3 6 a ß 

+ lSSa^® a 3 5 a 4 ® 

+ 3o 1 6 a 2 2 a 5 4 

+ ööOg^® Og 2 Og 5 a 4 2 

— 70a 0 V«ï 5o s a 5 8 

+ 24a 1 6 a 2 a 3 a 4 a 5 3 

— 5 6 a 1 ®a 2 a 3 7 a 4 

— 90a 0 a x 2 « 2 5 a 4 2 a 5 2 

— 30 a x a^a 2 a 2 

— 4a 1 ®a 3 9 

— 42a 0 a x 2 Og 4 a 3 2 a 4 a ß 2 

+ 16o 1 *o 8 8 o 5 8 

+ 78a 1 2 a 2 7 a 4 a ß 2 

+ 674 a^a 2 a 2 a h 

— 4a 1 8 Og 2 a 4 2 a 5 2 

+ 428j 2 Og 6 03 * 05 * 

-4a 0 <Wa 4 6 

— 36a x 6 a 3 a 4 4 a 5 

— 516 a x 2 a 2 6 a 3 a 4 a ß 

+ 394 a 0 a x 2 a 2 a 3 a ß 2 

+ 27 Oj 6 o 4 6 

+ 4o 1 *Og 6 o 4 4 

— 7 14 a 0 a x 2 a 2 a 3 ® a 2 a h 

— 22 a x 6 a 2 ®a 4 a ß ® 

— 804a x 2 Og 6 a 3 ® a 4 a ß 

— 652 clqOi a 2 ® a 3 2 a 4 4 

— 60 a x a 2 a 3 2 a 5 ® 

+ 550 a x 2 a 2 5 a 3 2 a 4 ® 

— 498 a 0 a 2 a 2 a 3 Gr 4 a 5 

+ 6 a x ß a 2 2 ür B a 4 2 a ß 2 

+ 392 a 2 a 2 a 3 5 a ß 

+ 1246a 0 a x 2 a 2 2 a 3 4 a 4 3 

+ 102 o 1 6 a î 2 o 4 4 o 5 

+ 139a x 2 a 2 4 a 3 4 a 4 2 

+ 224a 0 a x 2 a 2 a 3 7 a 6 

— 104a x 5 Oga 3 ®a 4 a 6 2 

— 354a 1 2 a 2 ®a 3 6 a 4 

— 51 6 a 0 a x 2 a 2 a 3 6 a 4 2 

+ 308 a x 5 a 2 a 3 2 a 4 ® a ß 

+ 83a 1 2 ag 2 a 3 8 

+ 48a 0 a 1 2 a 3 8 a 4 

— 234a 1 5 a 2 a 8 a 4 5 

— 180a 1 a 2 8 a 3 a 5 2 

+ lSa^o^a^ 

— 24a x ö a 3 5 a 5 2 

+ 48a 1 a 2 8 a 4 2 a ß 

+ 242 a 0 a x a 2 6 a 3 a 4 a 2 

— 4o t 5 Og 4 o 4 2 o 5 

+ ÖOö^Og 7 a 3 2 a 4 a ß 

— 

+ 3 2a x 5 a 3 ®a 4 4 

56 a 1 a 2 7 a 3 a 4 ® 

— 324 a 0 a x a 2 6 a 3 ® a ß 2 

+ 5 6a x 4 a 2 4 a 3 a 6 ® 

— 22 2 a 1 a 2 6 a 3 4 a ß 

— 498 a 0 a x a 2 6 a 2 a 4 2 a ß 

+ 39a x 4 a 2 4 a 4 2 a ß 2 

— 354 a x a 2 6 a 3 ® a 4 2 

+ lSöa^Og^a/ 

+ 298a x 4 a 2 3 a 3 2 a 4 a ß 2 

+ 330a 1 a 2 6 a 3 6 a 4 

*+ 1078a 0 a 1 a 2 4 a 3 4 a 4 a ß 

— 590 a x 4 a 2 ® Oga 4 3 a ß 

— 7 2a x a 2 a 3 

+ 206 a 0 ^ a 2 a 3 ® a 4 ® 

+ 32a x 4 a 2 ®a 4 5 

+ 27 Og 10 o 6 * 

— 342a 0 a x a 2 ® a 3 ß a ß 

+ 194a x 4 a 2 2 a B 4 a ß 2 

— 90a 2 9 a 3 a 4 a 5 

— 804a 0 a x Og® a 3 5 a 4 2 

— 652 % 4 a 2 a 3 a 2 a 6 

— 4og 9 a 4 ® 

+ 506 a 0 a x a 2 a 3 7 a 4 

+ 713a x 4 Og 2 a 3 2 a 4 4 

+ 40 Og 8 Og 8 % 

— 90a 0 a x a 2 a 3 9 

+ 136a x 4 Oga 3 6 a 4 a ß 

+ 83og 8 a 3 2 a 4 2 

— 7 2a 0 a 2 8 a 4 a ß 2 

— 246 a x «g gt b 4 a 4 ® 

— 72og 7 Og 4 o 4 

+ 78ooOg 7 Og 2 o 6 2 

+ 16o 1 4 o 8 7 o 6 

+ 16og 8 ag 8 . 
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5) ^18 = Resultante von f und j : 


+ V «8 8 «6® 

+ 5 a 0 6 «g 3 a 4 9 

— 390a 0 6 a^a b a 2 

— 5a 0 7 a 8 4 a 4 2 a 5 5 

+ 10a 0 5 a 1 3 a 8 4 a 5 6 

+ 280 a 0 6 a t a^a 3 s a 4 7 a 5 

+ 10a o 7 a 8 3 a 4 4 a 6 4 

— 40 a 0 b a A 3 Og 3 a 4 2 a 5 5 

+ 30 a 0 5 a 2 Og 2 a 4 9 

— 10a 0 7 a 3 2 a 4 6 a 5 8 

+ 60 a 0 5 (2 1 8 a 3 2 a 4 4 a 5 4 

— lSOa/ä^a/ag 4 

+ 5a 0 7 a 8 a 4 8 a 5 2 

— 40 a 0 ß a x 3 a 3 a/ a 5 8 

+ 300 a 0 5 a 4 a 3 7 a 4 2 a 5 3 

- a 7 a 4 10 a 5 

+ 10 

— 120 a 0 5 a t a 3 6 a 4 4 a 5 2 

— 15a 0 6 a x a 2 a 3 \a* 

+ 5a 0 5 a 1 2 o 2 4 a 5 7 

+ 30ff 0 6 a 1 a 8 5 a 4 6 a 5 

+ 60 a 0 G a t a 2 a 3 3 a 4 2 a 5 5 

— 60 a 0 6 a 2 a 2 a s a à a* 

-- 30 a 0 5 a x a 3 4 a 4 8 

— 90 « 0 6 a t a 2 a 3 2 a 4 4 a 5 4 

+ 40 a 0 5 a, 2 a 2 3 a 4 8 a 5 5 

+ I5a 0 5 a 2 a 3 a h 6 

+ 60 a 0 6 Oj « 2 a 3 a 4 6 a 5 3 

+ 90a 0 5 a/ a 2 2 a 3 8 a 5 6 

+ 5a 0 f> a/ a 4 2 a ß 6 

— 15a 0 6 a x a 2 a£ a 5 2 

— 90 a 0 6 a 2 a 2 a 3 a 4 4 a 5 4 

— 30 a 0 5 a 2 5 a 3 2 a 4 a 5 ö 

+ 10a o c 

+ 30 a 0 5 a r 2 a 2 2 a 4 6 a 5 8 

— 270 a 0 6 a 2 5 a 3 a 4 3 a 6 4 

— 35 a 0 6 a x a 3 4 a 4 8 a 6 4 

— 210a 0 5 a 2 agOg 4 a 4 a 5 ß 

+ 196a 0 5 Ö2 5 a 4 6 a 5 3 

+ 40 a 0 6 a 4 a 3 8 o 4 5 « 6 * 

+ 120a 0 5 a A 2 a 2 a 3 3 a 4 3 % 4 

+ 225 a 0 5 a 2 4 a 3 8 a 4 2 öt 5 4 

— 10 a 0 6 a 3 2 a 4 7 a ö 2 

+ 360 a 0 5 a 2 a 2 a 3 2 a 4 ß a 5 3 

+ 615a 0 6 a 2 4 ög 2 a 4 4 a 5 8 

— lOa^o^a/og 

— 420a 0 ß a 2 a 2 a 3 a 4 7 a 5 2 

— 660 a 0 6 a 2 4 a 5 2 

+ 5o 0 6 a 1 a 4 11 

+ 130 a 0 ß a 2 a 2 a 4 9 a 5 

+ 45a 0 5 a 2 4 a 4 8 a 5 

- a 0 e a 2 5 a 5 7 

— hüQ a 2 a b h 

— 120a 0 6 a 2 3 a 3 5 a 4 a 5 4 

+ 15a 0 6 a 2 4 «r 8 a 4 a s ° 

+ 195a 0 5 a 2 a 3 5 a 4 2 a 5 4 

— 220 a 0 6 Og 8 a 3 4 a 4 8 u 5 3 

— 10 a 0 6 öf 2 4 a 4 3 a 5 6 

— 3 15 a 0 ö a A 2 Og 4 a 4 4 a 5 8 

— 980 a 0 6 a 2 8 c^ 8 a 4 5 a 2 

— 90 a 0 6 a 2 3 a 3 2 a 4 2 a 5 5 

+ 40a 0 ö a 2 a 3 8 a 4 6 a 5 2 

+ 1320a o 5 a 2 8 ör 3 2 a 4 7 

+ 120 a 0 6 a, 3 a 3 a 4 4 a 5 4 

+ 165a 0 5 a 2 a 3 2 a 4 8 a 5 

— 260 a 0 ö a%a$a± 

— 40a 0 6 a 2 3 a 4 6 a ö 3 

— Töao 5 ^ 2 ^^ 10 

+ 60a o 6 a 2 2 a 8 7 a 5 4 

+ 60 a 0 6 a 2 2 a 3 4 a 4 a 5 5 

— 10 a 0 5 a x a 2 5 a 4 a 5 6 

— 500 a 0 5 a 2 2 a 3 6 a 2 a 5 8 

+ 30 a 0 6 a 2 2 a 3 8 a 4 3 a 5 4 

— 60 üq a \ a 2 a 2 a 6 ° 

+ 2235 a£a 2 a 3 a£a r 2 

— 180a 0 6 «2 2 a 3 2 a 4 ß a 5 3 

+ 210a 0 6 a x n 2 a^a 2 a & b 

— 1995 a 0 5 a 2 a 3 a/' a :> 

+ 120 a 0 6 « 2 2 a s a± a 5 2 

— 1 10fl 0 5 a A a 2 4 a 4 4 a 5 4 

+ 370a 0 5 Og 2 a 3 8 a 4 8 

— 20a 0 6 a 2 2 « 4 9 a 5 

+ 60 a 0 5 a x a 2 a 3 2 a 4 3 a 5 4 

+ 360 a 0 ö a 2 a 3 8 a 4 a 5 8 

— 15a 0 6 Oga 3 6 a 5 5 

— 360 a 0 5 a 4 a 2 8 a 3 a 4 5 a 5 3 

— 1320a 0 5 a 2 a 3 a 4 3 a 5 2 

— 1 10 aj a 2 «g 5 a 4 2 a 5 4 

+ 240 a 0 5 a t a 2 a± a 5 2 

+ 11 10a 0 5 a 2 a 3 6 a 4 5 a 5 

+ 256 a 0 6 « 2 a 3 4 a 4 4 a 5 3 

+ 30 a 0 5 a 2 2 a 3 5 a 5 ö 

— 210a 0 5 Ogff 3 5 a 4 7 

— 200 öq 6 a 2 « 3 3 a 4 c % 2 

— 2 10 âf 0 5 a 4 a 2 2 a 3 4 a 2 a* 

- 8 1 a 0 5 a 8 10 « 5 3 

+ 65 a 0 6 a 2 flf 3 2 ß 4 8 a ö 

— 1 80 a 0 6 a 2 2 a 3 8 a 4 4 a 5 8 

+ 270a 0 5 a 8 9 a 4 2 nr 4 2 

— 10a 0 f> a 2 a 3 a 4 10 

+ 1 140 a 0 5 a x a 2 2 a 3 2 a 4 c a 5 2 

— 225a 0 5 a 3 8 a 4 4 äf 5 

+ 45a 0 6 a 3 7 a 4 a 5 4 

— 870a 0 5 a 2 2 a 3 a* a 5 

+ 45 a 0 5 « s 7 « 4 6 

— 100 a 0 G a 3 a 4 3 a 5 3 

+ 130 a 0 5 a t a 2 a 4 10 

- 10a 0 4 a* a 8 3 a 6 7 

+ 81 a 0 R fl 4 f> ff Ä 2 

+ 310« 0 5 a x a 2 a^ a 4 a 5 4 

+ 90 a 0 4 «i 4 a 2 2 a 3 ö 4 r/ 5 G 

— 30 a 0 6 a 3 4 a 4 7 a 5 

— 240 a 0 ö a x Og a 3 5 a 4 3 a 5 3 

— 60a 0 4 a x 4 a 2 2 a 4 8 a 5 r ‘ 
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— 120 a 0 4 ö^ 4 Og d 3 a 5 6 

+ 90 a 0 4 d 4 a 2 d 3 a 4 2 « 6 5 

+ 110a 0 4 Oj 4 «g 4 a 4 a ß 5 

— 50a 0 4 dj 4, Og 8 a 4 8 a 5 4 

— 240 a 0 4 «i 4 Og 2 a 4 5 a 5 8 

+ 280a 0 4 d x 4 Og a 4 7 a ö 2 

— 90 a 0 4 d 4 a 4 9 a 6 

+ 35a 0 4 a x 8 a 2 4 a 4 a 6 6 

— 30a 0 4 a A 3 a 2 8 a B 2 a 3 

— 120 a o 4 a . 8 öl 8 a« a 4 2 a 5 5 
+ 50« ö 4 a 1 8 02 8 a 4 4 a 6 4 

— 60a 0 4 d x d 2 d 3 a 4 a 6 5 

+ 360 a 0 4 d x 3 Og 2 Oga 4 5 d b 3 

— 210a 0 4 d x 3 a 2 2 a 4 7 a b 2 
+ 270a 0 4 a 1 8 a 2 a 3 6 a 5 5 

+ 575 a 0 4 a A 8 a 2 a 3 4 a 4 2 a 6 4 

— 1700a 0 4 a 1 8 a 2 ag 8 a 4 4 a 5 8 
+ 480 a 0 4 a 3 a^a* a 3 a 5 2 
+ 670a 0 4 d x 3 Oga 3 a 4 8 

— 3150 ^ a^Og ^ 10 

— 685 a 0 4 d x 3 a 8 6 a 4 a 6 4 
+ 540 a 0 4 «i 8 Og 5 a 4 8 a 5 8 
+ 1515ap 4 «i 8 a 3 4 a 4 5 a 6 2 

— 2080 d 4 «i 8 a s 8 a 4 7 a 5 

+ 705a 0 4 af Og 2 a 4 9 

+ 1 10a 0 4 d x 2 Og 5 «g a 5 6 

— 195a 0 4 ö^ 2 Og 5 a 4 2 a 5 6 

+ 210a 0 4 d x d 2 4 a 3 2 a 4 a 6 5 

— 575 a 0 4 a 2 a 2 4 a 8 a 4 8 d b 

+ 660a 0 4 o* 2 Og 4 a 4 5 a 5 3 

— 225 a 0 4 a x 2 a 2 8 a 8 4 a 5 6 
4- 1350a 0 4 a 1 2 a 2 8 a 8 2 a 4 4 a 5 8 

— 1440a 0 4 a 1 2 a 2 8 a 3 a 4 6 a 5 2 

— 75a 0 4 a 1 2 a 2 8 a 4 8 a 5 

— lOööao 4 «! 2 ^ 2 ^ 5 ^^ 4 

+ 6000 a 0 4 aj 2 ag 2 a 8 4 a 4 8 a 5 8 

— 705 0 a£a x d 2 a 8 8 a 4 5 a 5 2 

+ SOOO^a^a^Og 2 ^ 7 ^ 


+ 265 a 0 4 a 2 «g 2 Og a 4 9 
+ 1420a 0 4 a 2 a 2 a 3 7 a 5 4 

— 3810a 0 4 a 1 2 a 2 ag 6 a 4 2 a 5 8 
+ 23 10 a 0 4 ^ 2 d 2 a 3 d 4 a 2 
+ 1795a 0 4 a 1 2 a 2 ag 4 a 4 6 a 6 

— 1800 a 0 4 a 2 a 2 a 3 a 3 
+ 240a 0 4 a x 2 d 3 * a 4 a 5 8 
+ 30 a 0 4 a 2 a 3 7 a 4 8 a 2 

— 870a 0 4 a 2 Og 6 « 4 5 a b 

+ 61 ha^ a 2 aj 

— 45a 0 4 a 1 o 2 7 a 6 6 

— SlOaQ 4 «!^ 6 ^^^ 5 

4- 685 a 0 4 a x d 2 a 4 8 a 5 4 
4- 1 20 a 0 4 a x Og 6 a 3 3 
+ 1965a 0 4 a x a^ d 3 a 2 a b 

— 2210 d 0 4 ^Og 5 a 3 a 4 4 a 5 8 

— 960a 0 4 a^g 5 a 4 6 a 5 2 

— 1 1700a 0 4 a 1 a 2 4 a 3 8 a 4 s a 5 8 
4- 1 5435 d 4 a x a 2 Og 2 a 4 6 d b 

— 2760 a 0 4 a b 

4-555 afa^a^a* 

— 780a 0 4 a x a 3 a 3 a b 

4- 14040 a 4 a t a/ a s b a 2 a- 3 
— 1 0625 a 0 4 a x a 2 3 a 4 a 4 a 2 

— 3220 a 0 4 a x a 3 a 3 3 a 4 a h 

— 570a 0 4 a x a 2 3 a 3 2 a 3 

— 5840a 0 4 a x a^ a 8 7 a 4 a 5 3 

— 540 a 0 4 a x Og 2 a 3 a 4 3 a 2 
4- 5550 a 0 4 a^a 2 a 3 a 4 a 5 
4- 1285a 0 4 % Og 2 a 3 4 a 4 

+ 990 a 0 4 a x a 2 a 3 9 a 6 3 
4- 3150 a 0 4 a x a 2 a 3 a 2 a 2 

— 3600a 0 4 a x a 2 a 3 a 4 a h 

— 615a 0 4 a x a 2 a 3 6 a 3 

— 945 a 0 4 a x a 3 ° a 4 a 2 
4- 900a 0 4 a x a 3 9 a 4 8 a h 
4-45a 0 4 a 1 a 8 8 a 4 5 

4- 180a 0 4 a 2 8 a 4 a 5 5 


— 60a 0 4 Og 7 a 3 2 a 5 5 

— 1420 a 0 4 a 2 cua 4 a r 4 

+ 25W« 

+ 7 80 a 0 4 Og 6 a^a^a 4 
+ 5760a 0 4 ag 6 Og 2 a 4 8 a 5 8 

— 2945a 0 4 a 2 a 3 a 4 a 5 2 
+ 1390a 0 4 a 2 6 a 4 7 a 5 

— 7020 a 0 4 ag 5 Og 4 a 4 2 a 5 3 

— 180 a 0 4 Og 5 ör s 3 a 4 4 a 5 2 

— 1275a 0 4 a 2 b a 3 2 a 3 a b 

— 1 1 10a 0 4 a 2 b a 3 a 4 8 

4- 3120a 0 4 Og 4 a 3 3 a 4 a b 3 
4- 3900 a 0 4 a 2 4 a 3 b a 4 3 a b 2 
+ 1 240 a 0 4 a 2 4 a 3 4 a 4 a b 
4- 3155a 0 4 Og 4 a 3 3 a 4 7 

— 515a 0 4 a 3 Og 8 a b 3 

— 2920 a 0 4 a 2 3 aj a^a 2 

— 940 a 0 4 a 2 3 a 3 3 a 4 4 a b 

— 4300a o 4 «g 8 Og 5 a 3 
4* 675 a 0 4 Og 2 Og 9 a 4 a 5 2 
+ 510a 0 4 Og 2 a 3 8 a 4 3 a b 
4- 2940 a 0 4 a 2 2 a 3 7 a 4 5 

— 135a 0 4 a 2 a 3 10 a 2 a b 

— 990 a 0 4 Og a 8 9 a 4 4 
4- 135a 0 4 Og n a 4 8 
4- lOao 8 «! 6 ^ 2 ^ 7 

— 60a 0 8 ä x a 2 a 3 a 4 a 3 
4- 40 a 0 3 a 3 a 2 a 4 3 a b b 
4- 40 a 0 3 a x 3 a 3 3 a 3 

— 30 a 0 8 a^ 3 Og 2 a 2 a b 

— 40 a 0 3 a x Og 8 a 4 a r 3 

+ 180a 0 3 a x b Og 2 a 2 a 5 ° 

— 3 60a 0 8 a x a 2 a 3 a 2 a 6 5 
4- 240 a 0 3 a x b a 2 2 a 4 a b 
4- 360 a 0 8 a x b a^a 3 a±a b 

— 360 a 0 8 a 1 5 a 2 ag 2 a 4 8 flr 5 4 

— 196 a 0 3 a^a^dr 3 

— 660 a 0 3 d x d 3 4 a 2 a b 
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Anhang. 



+ 1840a 0 s a x 6 a 3 3 a 4 4 a 6 s 

— 1040 a 0 3 a b a 3 a 4 a 5 2 

— 180a ft 3 a* b a»a/ a* 

+ 21 6a 0 3 a x 6 a 4 10 

— 265 a 0 3 a x 4 a 2 4 Og a 5 6 

+ 315a 0 3 af a 4 2 a 5 6 

+ 180a 0 3 a x 4 a 2 3 Og 2 a 4 a 5 5 
+ 1700a 0 3 a x 4 ag 3 agß 4 3 a 5 4 

— 1840a 0 3 af Og 3 a 4 5 a 5 3 

— 615 a 0 3 a x 4 a 2 2 a 3 4 a 5 5 
— 1 350a 0 8 a^a 2 a 3 a 4 a^ 
+1560 « 0 3 a x 4 a 2 2 a 3 a 4 a* 
+ 135 a 0 8 a x 4 a 2 2 a 4 8 a 5 

+ 2210a 0 3 a^a 2 a^a 4 a 3 
+ 4100a 0 3 a 1 4 a 2 a 3 4 a 4 3 a 5 3 

+ 6000 a 0 3 a x 4 a 2 a^ a 4 a 2 

— 4880 a 0 3 a 1 4 a 2 a 3 2 a 4 7 a 5 
+ 990 a 0 3 a x 4 a 2 a 3 a 4 9 

— 25a 0 3 a 1 4 a 3 7 a 5 4 

+ 37 10 a 0 3 a x 4 a 3 6 a 4 2 a 5 3 

- 10755 W VW 

+ 9875 a 0 3 « x 4 a 3 4 a 4 6 a 5 

— 2845 a 0 8 a x 4 a 3 8 a 4 8 

+ 100 a 0 3 a x 3 Og 6 a 5 6 

+ 240 a 0 8 a x 3 Og 5 a 3 a 4 a 5 5 

— 540 a 0 3 a x 3 a 2 5 a 4 3 a 5 4 

+ 220 a 0 3 a x 3 a 2 4 Og 3 a 5 5 

— 6000a 0 3 a x 3 a 2 4 a 3 2 a 4 2 a 5 4 
+ 4100 

+ 1340a 0 3 a x 3 a 2 4 a 4 6 a 5 2 
+1 1700a 0 3 « 1 8 a 2 3 a 3 4 a 4 a 5 4 
— 1 5240a 0 8 a 1 s a 2 3 a 3 2 a 4 5 a 5 2 
+ 6960a 0 3 a x 3 a 2 3 a 3 a 4 7 a 5 

— 1620a 0 8 a x 3 a 2 3 a 4 9 

— 5760 a 0 3 a x 3 a 2 2 a 3 6 a 5 4 

— 161 20a 0 8 a 1 3 a 2 2 a 3 6 a 4 2 « 5 3 
+267 OOa 0 8 a x 8 Og 2 a 3 4 a 4 4 a 5 2 

— 5240 a 0 3 a L 3 a 2 2 a 3 3 a 4 6 a Ti 


— 1640a 0 8 a x 8 a 2 2 a 3 2 a 4 * 
+ 6560 a 0 3 a x 3 a 2 a 3 7 a 4 a 
+ 7 240 a 0 3 a x 3 a 2 a 3 6 a 4 3 a 

— 24240a 0 3 a 1 8 a 2 a 3 6 a 4 5 ( 
+ 1 1420 a 0 3 a x 3 Og a 3 4 a 4 

— 980a 0 3 a x 3 a 3 9 a 5 8 

— 3420 a 0 8 ö^ 3 a 3 8 a 4 2 a 5 2 
+ 8100a 0 3 a x 3 a 3 7 a 4 4 a 5 

— 3880« 0 8 a x 8 a 3 a 4 6 

— 300a 0 3 a x 2 a 2 7 a 4 a 5 5 
+ 500 a 0 3 a x 2 a 2 6 a 3 6 a 5 5 

+ 3810a 0 3 a x 2 Og 6 aga 4 2 a, 

— 3710a 0 3 a x 2 a 2 6 a 4 4 a 5 3 
— 1 4040 a 0 3 a x 2 a b a 3 a 4 a 
+161 20 a^a 9 a 2 a 3 a 4 a 

— 540a 0 3 a x 2 a 2 5 a 3 a 4 5 a £ 
+ 600a 0 3 a x 2 a 2 5 a 4 7 a 5 
+ 7020 a 0 3 a x 2 Og 4 a 3 5 a 6 4 
+ 1950a 0 3 a x 2 a 2 4 a 3 3 a 4 4 a 
— 1 7 670a 0 8 a x 2 a 2 4 a 3 2 a 4 ^ 
+ 4170a o 3 a x 2 a 2 4 a 3 a 4 8 
+ 480 a 0 3 a x 2 a 2 3 a 3 6 « 4 a £ 
— 31040a 0 3 ör x 2 a 2 8 a 3 5 a 4 8 ^ 
+45 1 80a 0 3 a x 2 a 2 8 a£a±t 

— 3160 a 0 8 a x 2 Og 8 a 3 8 a± 

— 140a 0 8 a x 2 Og 2 a 3 8 a 5 8 
+ 1 8000 « 0 3 a x 2 a 2 2 a 3 7 a 4 2 a 

— 12180a 0 3 a x 2 a 2 2 a 3 6 a 4 4 c 

— 13430a 0 3 a x 2 a 2 2 a 3 5 a 4 

— 7200 a 0 8 « x 2 «g a 3 9 a 4 a 

— 120 a 0 3 a x 2 «ga 3 8 a 4 3 a, 

+ 9960a 0 3 a x 2 Og a 3 7 a 4 5 
+ 1890a 0 3 a x 2 a 3 11 a ß 2 

— 540a 0 3 a x 2 a 3 10 « 4 2 a 5 
— 1710 a 0 8 a x 2 a 3 9 a 4 4 
-- 360 a 0 3 Oj a 2 8 a 3 a 5 5 

— 240 a 0 3 a x a 2 8 a 4 2 a r 4 
+ 5840 (7 0 3 ^^g 7 ^ 3 2 a A a t 


J — 6560a 0 8 a x Og 7 
5 3 +8460a 0 3 a x Og 7 a 4 6 a 5 2 
5 2 — 3120 a 0 3 a Y a 2 a 3 4 a 5 4 
% — 480a 0 3 a x a 2 6 a 3 3 a 4 2 a 5 3 
— 25880a 0 3 a x a 2 G % 2 a 4 4 a 5 2 

— 1820a 0 3 a x a 2 6 a 3 a 4 6 a 5 

— 3620 a 0 3 a x a 2 6 a 4 8 
+49680a 0 3 a x a 2 5 a 3 4 a 4 3 « ö 2 
+17520a 0 3 a x a 2 5 a 3 3 a 4 5 a 5 v 
+ 13500a 0 3 a x Og 5 Og 2 a 4 7 

— 120a 0 3 a * a 2 4 a 3 7 a 5 3 

4 —32280 

— 46880a 0 8 a x a 2 4 a 3 6 a 4 4 a 5 
j 4 — 30040 a 0 3 a x a 2 4 « 3 4 a 4 6 

j 3 +12860a 0 3 a x ag 3 a 3 8 a 4 a 5 2 

2 +32000a 0 3 a x ag 3 a 3 7 a 4 8 a 5 
+ 46160a 0 8 a x a 2 8 a 3 6 a 4 5 

— 2700 a 0 3 a x a 2 2 a 3 10 a 5 2 
5 2 — 8820a 0 3 a x a 2 2 a 3 9 a 4 2 a ö 
% — 34620a 0 3 ör x ag 2 « 3 8 « 4 4 

+ 1080 a 0 8 a^gßg 11 a 4 a 5 

3 + 12060 a 0 3 a x a 2 a 3 10 a 4 3 
5 2 — 1620 a 0 3 a x æ 3 12 a 4 2 

r 5 + 81a 0 3 a 2 10 a 6 5 

— 990 a 0 s a 2 9 a 9 a 4 
+ 980 a 0 3 Og 9 a 4 3 a 5 8 

5 2 + 515a 0 3 Og 8 a 3 3 a 5 4 
r 5 + 140 a 0 8 a 2 8 Og 2 a 4 2 a 5 3 
6 — lOöa^ag 8 ^^ 4 ^ 2 
s 2 — 5575 a 0 3 «g 8 a 4 6 a 5 
; + 120a 0 3 a 2 7 Og 4 a 4 a 6 3 

— 800 a 0 8 öt 2 7 Og 3 a 4 3 a 5 2 
+ 22600 a 0 8 a 2 7 a 3 2 a 4 ö a ö 
+ 7 240 a 0 3 a 2 7 a 3 a 4 7 

— 1260a 0 8 Og 6 a 3 5 a 4 2 a 5 2 

— 42330 a 0 3 a 2 6 «g 4 a 4 4 a r) 

— 34340a 0 3 Og 6 Og 3 a 4 6 

4 + 480 a 0 3 a b a 3 1 a A a :> 2 
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+ 48360 af af af a 4 8 a 5 — 6000 afafafa 3 afaf 


+ 7 3828 a 0 s a f af af 
+ 105a 0 8 Og 4 a 3 9 Og 2 

— 30265 a 0 3 Og 4 a 3 8 a 4 2 a 5 

— 92290a 0 8 a 2 4 a 3 7 a 4 4 
+ 9540 a 0 3 af af° a 4 a 5 
+ 69220 a 3 a 2 3 af a 3 

— 1215a 0 8 a 2 2 0 8 12 a b 

— 30510a 0 3 af af 1 a 4 2 
+ 7290 a 0 3 ^Ojj 18 a é 

— 729a 0 3 a 8 15 

— 5a 0 2 afa 2 af 

+ 15 af a fa 3 a é af 

— 10 a 0 2 af af af 
+ 10 af a f af a±af 

— 120 « 0 2 af a 2 a 2 af 
+ 420 a 0 2 af a 2 a 3 af af 

— 280 a 0 2 7 Og a 4 4 a ß 4 

— 240 a 0 2 af af a A af 
+ 210a 0 2 a 1 7 a 3 2 a 4 3 a 5 4 
+ 200 a 0 2 «i 6 a 2 3 a 3 af 

— 40 a 0 2 a 3 a 2 3 af a 5 5 

— 1140a 0 2 a 1 6 a 2 2 a 3 2 « 4 % 5 

— 480 a 0 2 af a 2 2 a 3 af af 
+ 1040 a 0 2 a 3 eu 2 af a 6 8 
+ 660a 0 2 a 3 a 2 af af 

+ 1440a 0 2 a 1 6 a 2 a 8 8 a 4 2 a 5 4 
— 1560 afafa^afafaf 
+ 960 a 0 2 a 3 af a 4 a 5 4 

— 1340a 0 2 a 3 af af af 

— 2440a 0 2 a l 6 g^ 3 n 4 5 a 6 2 
+ 4320 a 0 2 « A 6 a 2 af a 5 

— 1620a 0 2 a 1 6 a 3 « 4 9 

— ülafafafaf 

+ 390a 0 2 af af a 3 a 4 af 

— 1515a 0 2 a x 5 «g 4 a 4 3 af 
+ 980a 0 2 af a 2 3 af af 
+ 7 050a 0 2 a t 5 af afafaf 


+ 2440a 0 2 af a 2 3 af af 
— 1 5435a 0 2 a 1 b a 2 2 afa±af 
+15240a 0 2 a 1 5 a 2 2 a 3 3 a 4 3 a 5 8 

— 6480 afafafa 3 afa 6 
+ 1215 a 0 2 af a 2 2 af 

+ 2945 a 0 2 af a 2 af a 5 4 
+ 540 af a Y 5 a 2 af af af 

— 795 afafa 2 afafaf 

— 4180a 0 2 a 1 5 a 2 a 3 8 a 4 6 a 6 
+ 4185a 0 2 af a 2 af af 

— 8460a 0 2 af af a±af 
+ 20390 afafaf af af 
— 16194 a 0 2 a x 5 af af a 6 
+ 3765 a 0 2 af af af 

+ 120a 0 2 af a 2 3 a±af 

— 2235 a 0 2 af af af af 

— 2310a 0 2 a 1 4 a 2 3 a 3 a 4 2 a 5 4 
+ 10755a 0 2 a 1 4 a 2 5 a 4 4 a ö 3 
+10625a 0 2 a 1 4 a 2 4 a 3 3 a 4 a 5 4 
— 26700a 0 2 a 1 4 o 2 4 a 3 2 öf 4 3 a 5 3 
+ 795 a 0 2 af af a 3 af af 

— 10070« 0 2 af a 2 4 a 4 7 a 6 
+ 180a 0 2 af a 2 3 af af 
+ 1950a 0 2 a 1 4 a 2 3 a 3 4 a 4 2 a 5 3 
+36510 afafafafafa ro 
+25880a 0 2 « 1 4 a 2 2 a 3 6 a 4 a 5 3 
+32370a 0 2 a 1 4 a 2 2 ö 3 5 a 4 3 a 5 2 
— 1 2 1 %0afafaf(ifafa h 

— 9850 a 0 2 af a 2 2 a 3 3 af 
+ 195 a 0 2 afa^af af 
— 43800äf 0 2 a 1 4 a 2 a 3 7 a 4 2 « 5 2 
+ 72755 afafa^afafa^ 

— l%lb0afafa 2 afaf 
+ Wllöff^a/flf^^aß 2 

— 23790 a 0 2 af a 3 * af a 6 
+ 8175a 0 2 af a 3 7 af 

+ 1 320 a 0 2 a 3 nf a 3 af 


— 30 a 2 af a 2 7 a 4 2 af 

+ 540 a 2 af a 2 3 a 3 2 a A af 

— 7 240 af afa 2 3 a 3 af af 

— 20390 a 0 2 af a 2 3 af a 2 

— 3900 a 2 a 3 a 2 a 3 4 a 5 4 
+3 1040^0^ 8 a 2 5 a 3 8 a 4 2 a 6 3 
+32370 afafafafafa 2 
+ 38820 afafafa 3 afa b 
+ 9310 af af a 2 af 

— 49680 afafafafa^af 

— 9 1 260 afafafa 3 3 afa h 

— 50550 a 2 af a 2 a 2 af 
+ 800a 0 2 af a 2 3 a 3 n a 3 
+8 1 840 afafa 2 3 a 3 3 afaf 
+ 360 af af a 3 af a 4 4 a 5 
+ 1 0 1 450 a 0 2 8 ö^ 2 3 af af 

— 8220 a 0 2 af a 2 af a A af 

— 58080 afafa 2 2 afafa b 

— 34300 a 0 2 af a 2 a 3 3 af 

— 7590 af af a 2 a 3 10 a 5 2 
+ 41640 afafa^fafetz 

— 4650 a 0 2 af a 2 a 3 af 

— 5580 a 2 af a 3 n a±a h 
+ 1980« 0 2 af af 0 a 4 8 

— 270a 0 2 af af af 

— 3150 afafafa 3 a±af 
+ 3420 af af af af af 
+ 2920a 0 2 af af af af 
— 1 8000 afafa 2 1 afafaf 
+ 43800 afa 1 2 a 2 1 a 3 afa r) 2 
+ 5030 a 0 2 af af af a 5 
+ 32280 afafafafa^af 
—8 1 840 afa x 2 afafafaf 

— 85800 afa i 2 a 2 3 a 3 2 afa Ci 

— 28710 afafafa 3 af 
+ 1260a 0 2 af af af af 
+1 81980 afafafafafa h 
+ 153480 af r/ x 2 a 2 n a :] 3 af 
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324 Anhang. 

*^ 18 : 

— 26700a 0 2 a 1 2 o 2 4 a 3 7 a 4 a 5 2 — 105 a 0 2 a 2 a 3 4 a 5 3 — 1390 a Q a^ a 3 6 a 5 4 

— 41360a 0 2 a 1 2 a 2 4 a 3 6 a 4 8 a 5 — 14360 a 0 2 a 2 9 a 3 8 a 4 2 a 5 2 — 600 7 aj> a 4 2 a ö 8 
~ SOöQOOaQ 2 ^ 2 ^ 4 ^ 6 «/ — 43605 a 0 2 a 2 a 3 2 a 4 4 a h + 10070a 0 a 1 7 a 3 4 a 4 4 a 5 2 
+ léSôOa^aj 2 ^ 3 ^ 9 ^ 2 — \23\0a,Q a 2 a^a 8 — 12600a 0 a 1 7 a 3 3 a 4 6 a 5 

— 16170a 0 2 a 1 2 a 2 3 a 3 8 a 4 2 a 5 + 4755 a 0 2 a 2 8 a 3 5 a 4 a 5 2 + 4050a 0 a A 7 a 3 2 a 4 8 
+ 243Q00a 0 2 a 1 2 a 2 3 a 3 7 a 4 4 + 77790a 0 2 Og 8 a 3 4 a 4 3 a 5 —30 a Q a 8 a 2 a^a^ 

+ 2340a 0 2 a 1 2 a 2 2 a 3 10 a 4 a 5 + 59835 a 3 + 1995a 0 a 1 6 a 2 4 a 3 2 a 5 5 

— 89550 a^a^a 2 2 a 3 9 a^ — 57060 a 0 2 a 2 7 a 3 6 a 4 2 a 5 — 1795a 0 a 1 6 a 2 4 o 3 a 4 2 a 6 4 
+ 270a 0 2 a l 2 Og a 3 12 a 5 — 114960a 0 2 a 2 a 3 a 4 4 — 9875 a 0 a 8 a 2 a 4 4 a 8 
+ 15120a 0 2 a 2 a 2 a 3 n a 2 + 19020a 0 2 a 2 a 3 8 a 4 a 5 + 3220a 0 a 1 6 a 2 a 4 a 5 4 

— 810a 0 2 a 2 a 3 13 a 4 + 109660a 0 2 a 2 8 a 3 a 8 + 5240a 0 a 1 6 a 2 3 o 3 2 a 4 3 a 5 3 

+ 945a 0 2 a x a 2 10 a 4 a 5 4 — 2481 a 0 2 a 2 b a 3 10 a h + 4180a 0 a 1 6 a 2 3 a 3 a 4 5 a 5 2 

— 675a 0 2 a x a 2 a 3 2 a 5 4 — 56110a 0 2 a 2 6 a 3 9 a 4 2 + 12600a 0 a 1 6 a 2 3 a 4 7 a 5 

+ 7200a 0 2 a ± a 2 9 a 3 a 4 2 a 5 3 + 14895a 0 2 a 2 4 a 3 n a 4 + 1275a 0 a 1 6 Og 2 a 3 5 a 5 4 

— 14115a 0 2 a A a 2 9 a 4 4 a 5 2 — 1620a 0 2 a 2 3 a 3 13 + 17670a 0 a 1 6 o 2 2 a 3 4 a 4 2 a 5 3 

— 12860a 0 2 a 1 a 2 8 a 3 3 a 4 a 5 3 + a 0 a x 10 a 6 7 — SöölO^a/ag 2 ^ 3 «/^ 2 

+ 8220 a 0 2 a 1 a 2 8 a 3 2 a 4 3 a 5 2 + lOaQa^Oga^ 6 — 6075a 0 a 1 6 a 2 2 a 3 a 4 8 
+ 150a 0 2 a^ 8 a 3 a 4 6 a 5 + 20a 0 a 1 9 a 3 2 a 6 6 + 1820a 0 a 1 6 a^ 6 a 4 a 5 3 

+ 6155a 0 2 a x a 2 8 a 4 7 — lSOa^ 9 a 3 a 4 2 a 5 5 — 38820a 0 a 1 6 a 2 a 3 5 a 4 3 a ö 2 

— 480a 0 2 ^« 2 7 a 3 5 a 5 3 + 90^^ 9 a 4 4 a 5 4 + 66650 a 0 a x 8 a 2 a£ a±a b 

+ 26700 a 2 a x a 2 7 a 3 4 a 4 2 a 5 2 — Böa^ 8 a 2 2 a 3 a ß 6 — 19800 a^ 6 a 2 a 3 3 a 4 7 
+ 63960 a£a x a£a£a£a b — 1 65a 0 a x 8 a 2 2 a 4 2 a 5 5 + 5575a 0 a 1 6 a 3 8 a 6 3 

— 6660a 0 2 a^ 7 a 2 a 8 + 870a 0 a 1 8 a 2 a 3 2 a 4 a 5 5 — 5030^^ 6 a 3 7 a 4 2 a 5 2 

— lSOöOOao^a/a/a/ag — 670 a 2 a 3 a 8 a 5 4 — 4255a 0 a 1 6 a 3 6 a 4 4 a 5 

— 71610 a 2 a x a 2 a 3 a 4 5 + lSO^a/^a/^g 3 +2175a 0 a 1 6 a 3 5 a 4 6 

— 4755a 0 2 %02 5 a 3 8 a 6 2 — 45a 0 a 1 8 a 3 4 a 6 5 — lllO^a! 5 a 8 a 3 a 5 6 

+ 141240a 0 2 a 1 a 2 5 a 3 7 a 4 2 a 5 + 75a 0 a A 8 a 3 3 a 4 2 a 5 4 + 870a 0 a 1 5 a 2 6 a 4 2 a 5 4 

+ 219730 a 0 2 %a 2 4 a 3 6 a 4 4 — 13 ba Q a x 8 a 3 2 a 4 4 a ö 3 — 5550 a 2 5 a 3 2 a 4 a 5 4 

— 45130a 0 2 a A a 2 4 a 3 9 a 4 a 5 + 30^^ 7 a 2 3 a 3 a 4 a 5 5 + 24240a 0 a 1 5 a 2 5 a 3 a 4 3 a 5 3 

— 2409 7 5 a 0 2 a^ 4 a 3 8 a 4 3 — 280a 0 « 1 7 a 2 3 a 3 a 4 a 5 ö + 1619400a! 5 a 2 5 a 4 6 a 5 2 
+ 5580 a 0 2 a x a 8 a 3 n a 5 + 2080a 0 a! 7 a 8 a 4 3 a 5 4 — 1240a 0 a! 5 a 2 4 a 3 4 a 6 4 
+ 128490 a 2 a x a 2 a 3 10 a 2 — 1320a 0 a 1 7 a 2 2 a 3 3 a 5 5 — 45180a 0 a 1 5 a 2 4 a 3 3 a 4 2 a 6 3 

— 34155 a 0 2 a x a 2 a 3 12 a 4 — 3000a 0 a 1 7 a 2 2 a 3 2 a 4 2 a 5 4 +12180a 0 a 1 5 a 2 4 a 3 2 a 4 4 a 5 2 

+ 3645a 0 2 a 1 a 2 a 3 14 +4880a 0 a 1 7 a 2 2 a 3 a 4 4 a 5 3 — 66650a 0 a 1 5 a 2 4 a 3 a 4 6 a 5 

— 1890a 0 2 a 2 n a 4 2 a 5 3 — 4320a 0 a! 7 a 2 2 a 4 6 a 5 2 — SööOaoaj 5 Og 4 a 4 8 

+ 2700.a 0 2 a 2 10 a 3 2 a 4 a 5 8 + 2760 a 0 a x 7 a 3 4 a 4 a 5 4 — 17520a 0 a 1 5 a 2 8 a 8 6 a 4 a 5 8 

+ 7590a 0 2 a 2 10 a 3 a 4 3 a 5 2 — 6960a 0 a 1 7 a 2 a 3 3 a 4 3 a 5 3 +91260a 0 a 1 5 a 2 3 a 3 4 a 4 3 a ö 2 
+ 825 6a 0 2 Og 10 a 4 5 a 5 + 6480a 0 a 1 7 a 2 a 3 2 a 4 5 a 6 2 | + 62100a 0 a! 5 Og 3 a 3 2 a 4 7 



r 


— 22600 a 0 a A 6 Og 2 a 3 7 a 6 8 
+ 8 5 8 00 a 0 a! 5 Og 2 a 3 6 a 4 2 a 5 2 
— 148890a 0 a! 6 a 2 2 a 3 5 a 4 4 a 6 
+ 1850^0! 5 a 2 2 a 3 4 a 4 6 

— 150a 0 a! 6 agOg 8 a 4 a 6 2 
+ 15440 Og Og 7 a 4 3 a 5 
+ 10350 a 2 a 3 6 a 4 5 

— 8256a 0 a 1 5 a 3 10 a 6 2 
+ 12210 a 0 a 1 6 a 3 9 a 4 2 a 5 

— 7050a 0 a! 5 Og 8 a 4 4 
+ 225a 0 a 1 4 a 2 8 a 6 5 

+ 3600 a 2 7 Oga 4 a 5 4 

— 8100 a 0 a! 4 a 2 7 a 4 3 a 5 3 
+ 940 a-Q^ 4 a 2 6 Og 8 a 5 4 

+ 12180a 0 a 1 4 a 2 6 a 3 2 a 4 2 a 5 3 

— 72755a 0 a 1 4 a 2 6 a 3 a 4 4 a f) 2 
4- 4225a 0 a 1 4 a 2 6 a 4 6 a 5 

+ 46880 

— 360a 0 aj 4 a 2 5 Og 8 a 4 8 a 5 2 
+ 148890a 0 a 1 4 a 2 5 a 3 2 a 4 5 a 5 
+ 3895000a! 4 a 2 5 a 3 a 4 7 
+ 42330 %a* a 2 4 a 3 6 a 6 3 
— 18 1980 a^Sifafafa* 

— 220125 a 0 a! 4 Og 4 a 3 3 a 4 6 

— 63960a 0 a t 4 a 2 3 a 3 7 a 4 a 5 2 
4- lSlôOOaoa^a^a/a/ag 
+ 159000a 0 a! 4 Og 3 ag 5 a 4 5 
4- 43605a 0 a 1 4 Og 2 a 3 9 a 5 2 

— 62025a 0 a 1 4 a 2 2 a 3 8 a 4 2 a 5 

— 92500a 0 a A 4 a * a 3 7 a 4 4 

— 20610a 0 a 1 4 a^ 10 a 4 a 6 
+ 41250 «o«! 4 «2 a 3 9 a 4 8 
+ 5445a 0 a 1 4 a 3 12 a 5 

— 6525a 0 a 1 4 a 8 n a 4 2 

— 900 «o«! 3 «g 9 a 4 a 5 4 

— 510a 0 a! 8 Og 8 a 3 2 a 6 4 
+ 120a 0 a 4 3 a 2 8 a 3 a 4 2 a 5 3 
+ 23790a 0 a! 3 Og 8 a 4 4 Og 2 


Anhang. 


— 32000a 0 a 1 8 a 2 7 a 3 8 a 4 a 5 8 
+ 58080a 0 a 1 8 a 2 7 a 3 2 a 4 3 a 5 2 

— 1 5440 a ft a t 8 a« 7 a« a 4 5 a* 
- 12500 a 0 a! 3 a 2 7 a 4 7 

— 48360a 0 a 1 3 a 2 6 Og 5 a 5 3 
+ 41360a 0 a 1 8 a 2 6 a 3 4 a 4 2 a 5 2 

— 181600a 0 a! 3 ag 6 ag 8 a 4 4 a 6 

— 18400a 0 a 1 8 a 2 6 a 3 2 a 4 6 
4- 180600 ^ 0 ! 8 a 2 5 a 3 6 a 4 a 5 2 
+ 289800a 0 a t 8 a 2 5 a 3 4 a 4 5 

— 77790a 0 a 1 8 a 2 4 a 3 8 a 6 2 

— 87000 a 0 a 1 8 a 2 4 a 3 7 a 4 2 a 6 
31 8500 «o^ 3 a 2 4 a 3 6 a 4 4 

+ 92200 cLqO,^ a 2 3 a 3 9 a 4 a 6 
+ 179500a 0 a 1 3 Og 8 a 3 8 a 4 3 

— 17520a 0 a 1 3 a 2 2 a 3 11 a 5 

— 69000 «o«! 8 Og 2 a 3 10 a 4 2 
+ 15300a 0 a 1 3 a 2 a 3 12 a 4 

— 1350a 0 a! 8 Og 14 

4" 135ÖqÖj 2 OgG^s 

+ 540a 0 a 1 2 Og 10 a 4 2 a 5 8 
+ 8820a 0 a r 2 a 2 9 a 3 2 a 4 a 5 3 

— 41640 a 0 a 1 2 Og 9 a 3 a 4 3 a 5 2 

— 12210a 0 a 1 2 Og 9 a 4 5 a 5 
4- 30265 a 0 a! 2 a 2 8 a 3 4 a 5 3 
4- 16170a 0 a 1 2 Og 8 a 3 3 a 4 2 a 5 2 
+ 62025 a^ 2 a 2 8 a 3 2 a 4 4 a 5 
4- 44225a 0 a! 2 a 2 8 a 3 a 4 6 

— 141240a 0 a 1 ?a 2 7 a 3 5 a 4 a 6 2 
+ 87000a 0 a 1 2 a 2 7 a 3 4 a 4 3 a 5 2 

— 129000a 0 a A 2 a 2 7 a 3 8 a 4 5 
4- 57060a 0 a 1 2 Og 6 Og 7 a 5 2 

— 5250a 0 a A 2 «g 6 a 3 6 a 4 4 

— 46050 a 0 a x 2 Og 5 Og 8 a 4 a 5 

4- 122800 a 0 a! 2 Og 5 Og 7 a 4 8 

+ 10595a 0 a! 2 Og 4 Og 10 a 6 

— 88 125 a Q a^ a£ a 3 9 a 4 2 
4- 27300a 0 O! 2 Og 8 «g 11 a 4 
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— 3375a 0 a 1 2 Og 2 Og 13 

— 1080a 0 a 1 a 2 11 a 3 a 4 a 5 3 
4- 5580 a 0 a! a 2 xl a 4 3 a 6 2 

— 9540 ^ 0 ! Og 10 Og 3 a 6 3 

— 2340a 0 a 1 ag 10 a 8 2 a 4 2 a 6 2 
4- 20610a 0 a 1 a 2 10 a 3 a 4 4 a 5 

— 4350 a 0 a! Og 10 a 4 6 

+ 45130 a 0 a 1 a 2 9 a 3 4 a 4 a 5 2 

— 92200a 0 a 1 ag 9 a 8 8 a 4 8 a 6 

— 25050 a 0 Og 9 Og 2 a 4 5 

— 19020a 0 a 1 Og 8 a 3 6 a 6 2 
4- 46050a 0 a 1 a 2 8 ag 6 a 4 2 a 6 
4- 138750a 0 a 1 a 2 8 a 3 4 a 4 4 

— 1 78200 a 0 a 1 a 2 7 a 3 6 a 4 8 

— iôôOagajag 6 Og 9 a 5 

+ 103950a 0 a 1 a 2 6 a 3 8 a 4 2 

— 30250 a Q a x Og 10 a 4 
4- 3600 a^ag 4 a 8 12 

4- 1215a 0 Og 12 Og 2 a 5 8 

— 270a 0 Og 12 a 3 a 4 2 a 5 2 

— 5445a 0 Og 12 a 4 4 a 5 

— 5580a 0 Og u Og 8 a 4 a 6 2 
4- 17520a 0 a 2 n ag 2 a 4 3 a 5 
4-8700a 0 a 2 11 aga 4 5 

+ 2481 a 0 Og 10 Og 5 a 5 2 

— 10595a 0 ag 10 a 3 4 a 4 2 a 6 

— 31150a 0 Og 10 Og 3 a 4 4 
4- 1650a 0 a 2 9 Og 6 a 4 a 5 
4- 37950 a 0 Og 9 Og 5 a 4 3 

— 22275a 0 a 2 8 a 3 7 a 4 2 
+ 6600 a 0 a 2 7 Og 9 a 4 

— 800a 0 a 2 6 ag n 

— 5 a ! 11 a 4 a 5 6 

+ lOaj^Ogagag 6 

4- 75a 1 10 a 2 a 4 2 a 5 6 

— 130a 1 10 a 3 2 a 4 a 5 ö 
4- 310 a! 10 Oga 4 8 a 4 
-216a! 10 a 4 6 a 6 3 
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Anhang. 


— 5a/ag 8 a 5 6 

— 30 a/ a 2 2 a 3 a 4 a 5 5 

— 705a/ « 2 2 a 4 8 a/ 

+ 260a 1 9 a 2 a 8 8 a 5 5 

— 265 o/ «2 a 3 2 a 4 2 a 5 4 

— 990 a/ Og a 3 a/ a 5 8 
+ 1620 a/ Oga 4 6 a 5 2 

— 555a/ a 3 4 a 4 a/ 

+ 1620 o/ o/ a 4 8 a 6 8 

— 1215a! 9 a 3 2 a 4 6 a 5 2 
+ 30a 1 8 a 2 4 a 4 a 5 5 

— 370a/ag 8 a 3 2 a 5 5 

+ 1800a! 8 a 2 8 a 3 a 4 2 a 5 4 
+ 2845a! 8 a 2 8 a 4 4 a 5 8 
+ 570 ai 8 a 2 2 a 3 8 a 4 a 5 4 
+ 1640 ai 8 a 2 2 a 3 2 a 4 8 a 6 8 

— 4185a/ Og 2 a 3 a 4 5 a 5 2 

— 4050 ai 8 Og 2 a 4 7 a 5 
+ 1110a 1 8 a 2 a 3 5 a 5 4 

— 4170a/ Ogo/ a 4 2 a 5 8 
+ 6075 ai 8 a 2 a 3 2 a 4 6 a ß 
+ 3620ai 8 a 3 6 a 4 a ß 8 

— 9310 a ! 8 **/ a \ a h 

+ 8550a/ a/ a 4 5 a 5 

— 3375 a! 8 a 3 8 a 4 7 
+ 210ai 7 a 2 5 a 3 a 5 5 

— 615ai 7 a 2 5 a 4 2 a 6 4 

— 1285a! 7 Og 4 a/ a 4 a 5 4 

— 11420ai 7 a 2 4 a 3 a 4 8 a 5 8 

— 3765a! 7 Og 4 a 4 5 a 6 2 

— 3155 a! 7 ag 8 a 3 4 a 5 4 
+ 3160a 1 7 a 2 8 a 3 8 a 4 2 a 5 8 
+ 9850a! 7 Og 8 a 3 2 a 4 4 a 5 2 
+ 19800ai 7 a 2 8 a 3 a 4 6 a 5 
+ 3375a! 7 Og 8 a 4 8 

— 13500a! 7 ag 2 a 3 5 a 4 a 5 8 
+ 50550a 1 7 a 2 2 a 3 4 a 4 8 a 5 2 

— 62100 a 1 7 a 2 2 a 3 8 a 4 6 a 6 


*^18 : 


— 7240a! 7 a 2 a 3 7 a 5 8 

+ 28710a! 7 Oga 3 6 a 4 2 a 5 2 

— 38950a/ a 2 a 3 5 a 4 4 a ß 
+ 25875a! 7 a 2 a 3 4 a 4 6 

— 6155 a ! 7 a $ a 4 a 5 2 
+ 125000ai 7 a 3 7 a 4 8 a 5 

— 7375 a! 7 a 3 6 a 4 5 

— 45 a! 6 Og 7 a ß 5 

+ 615a/ag 6 a 3 a 4 a 5 4 

+ 3880 a ! 6 a 2 6 a * a b 8 
+ 4300a/ a 2 5 a 3 8 a 5 4 
+ 13430 a ! 6 a * **/ a b 
+ 18750ai 6 a 2 5 a 3 a/ a/ 

— 2175a/ a 2 5 a 4 6 a 6 

+ 30040ai 6 a <£ a b 
— 101450 a! 6 a 2 4 a 3 8 a 4 8 a ß 2 

— 1850ai 6 ß/ a s a ± a b 

— 25875a! 6 a 2 4 Oga/ 

+ 34340 ai 6 Og 8 a 3 6 a 5 8 

— 153480a/ a 2 8 a 3 5 a 4 2 a 5 2 
+ 220125 a/a 2 8 a 3 4 a 4 4 a 5 

+ 6660a! 6 a 2 2 a s 7 a 4 a 5 2 
+ 18400a! 6 Og 2 a 3 6 a 4 8 a 5 

— 73375ai 6 a % a s 6 
+ 12310 a! 6 Oga 3 9 a 5 2 

— 44225a! 6 a 2 a z a * a b 
+ 42500 ai 6 a 2 a 3 7 a 4 4 
+ 4350 a/ a 3 10 a 4 a 5 

— 5125a/ a 3 9 a 4 8 

— 45 a! 5 a 2 8 a ± a b 

— 2940 a ! 6 <*/ a 3 2 a b 4 

— 9960a/ Og 7 a 3 a 4 2 a ß 8 

— 8175 a ! 5 Og 7 a 4 4 a 5 2 

— 46160a! 5 Og 6 a 3 8 a 4 a ß 8 
+ 34300 Oi 5 a 2 6 a 3 2 a 4 8 a ß 2 
— 10350 a, 5 a/ a« a/ a« 

+ 7375a! 5 ag 6 a 4 7 

— 73828a! 5 Og 6 ß 3 5 « 5 8 


+ 306900 a! 5 Og 5 a 3 4 a 4 2 a 5 2 

— 159000ai 5 Og 5 a 3 8 a 4 4 a 5 
+ 73375ai 5 Og 5 a 3 2 a 4 6 

+ 71610a! 5 a 2 4 a 3 6 a 4 a 5 2 

— 289800 a/ a 2 4 a 3 5 a 4 8 a 5 

— 59835a! 5 Og 8 a 3 8 a 5 2 

+ 129000 a! 5 Og 8 a 3 7 a 4 2 a 5 
+ 80500 «i 5 a 2 8 a 3 6 a 4 4 
+ 25050ai 5 Og 2 a 3 9 a 4 a 5 

— 80125a! 5 Og 2 a 3 8 a 4 8 

— 8700 ai 5 aga 3 n a 5 
+ 19875 ai 5 a 2 a 3 10 a 4 2 

— 1125 a! 5 a 3 12 a 4 
+ 990a/ Og 9 a 3 a 5 4 
+ 1710a/ Og 9 a 4 2 a ß 8 

+ 34620 a/ Og 8 a 3 2 a 4 a 5 3 
+ 4650 a/ a 2 8 a 3 a 4 8 a 5 2 
+ 7050 a/ a 2 8 a 4 5 a 5 
+ 92290a/ a 2 7 a/ a ß 8 

— 243000a/ag 7 a 3 8 a 4 2 a 5 2 
+ 92500a/ a 2 7 a 3 2 a/ a 5 

— 42500a/ Og 7 a 3 a 4 6 

— 219730a/ a 2 6 a 3 5 a 4 a 5 2 
+ 318500a/ Og 6 a 3 4 a 4 8 a 5 

— 80500a/ Og 6 a 3 8 a 4 5 
+ 1 14960a/ a 2 5 a 3 7 a 4 2 
+ 5250ai 4 ^hî 5 «/ « 5 

— 138750a 1 4 ag 4 a 3 8 a 4 a ß 

— 1250 a/ a 2 4 a 3 7 a 4 8 
+ 31150a/ Og 8 a 3 10 a 5 
+ 40000ai 4 a 2 3 a s 9 

— 18750a/ Og 2 a 3 n a 4 
+ 2250a 1 4 Oga 3 18 

— 135ai 8 a 2 n a 5 4 

— 12060a! 8 a 2 10 a 3 a 4 a 5 3 

— 1980ai 8 ag 10 a 4 8 a ß 2 

— 69220a! 8 Og 9 a 3 8 a 5 8 

+ 89550a! 8 a s 2 a 4 2 «5 2 


Anhang. 
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*^18 * 


— 41 250 3 « 2 9 « 3 « 4 4 « 6 

— 128490 «! 2 « 2 10 a^a ± a b 2 

— 27 300 « t « 2 11 « a 3 « 4 2 «* 

+ 5125 a^a 2 a* 

+ 69000 « i 2 a 2 10 a s 2 a 4 8 a 5 

+ 18750«!« 2 n « 3 2 « 4 4 

+ 240975«! 3 « 2 8 « 3 4 « 4 « 5 2 

— 19875 «! 2 « 2 10 « 3« 4 6 

+ 30250 «! « 2 10 « 8 5 « 4 « 5 

— 179500 « i 3 « 2 8 « 3 3 « 4 3 « 5 

+ 56110«! 2 « 2 9 « 3 5 « 5 2 

- 17875 a ! ag 10 a 8 4 a 4 8 

+ 80125 «! 3 « 2 8 « 3 2 « 4 5 

+ 88 125 «! 2 « 2 9 « 3 4 « 4 2 « 5 

— 6600 «! a 2 9 a $ a h 

— 109660 « x 3 aj « 3 6 « 5 2 

— 40000 « i 2 « g 9 « 3 3 « 4 4 

+ 41 25 «! « 2 9 « 3 6 « 4 2 

— 122800 « 1 3 a 2 7 a 3 5 a 4 2 « ft 

— 103950 « j 2 « 2 8 « 3 6 « 4 « 5 

+ 729 « g 15 a 5 8 

+ 1250«! 3 « 2 7 « 3 4 a 4 4 

+ 37125 a 1 * Og 8 a s 5 a 4 8 

— 3645 « g 14 « 3 « 4 « 5 2 

+ 178200 a 1 3 a 2 6 « 3 7 a 4 « 5 

+ 22275 «!* « g 7 a s 8 a 5 

+ 1350 « 2 14 « 4 3 «5 

— 37950«! 3 a 2 5 « 3 9 « 5 

— 4125«! 2 « 2 6 « 8 9 « 4 

+ 1620 « 2 13 « 3 3 « 5 2 

— 37 125 «! 3 « 2 5 a 3 8 « 4 2 

+ 500 «! 2 « 2 5 « 3 u 

+ 3375 « 2 13 « 3 2 « 4 2 « 5 

+ 17875«! 3 « 2 4 « 3 10 « 4 

— 7 290 «j « g 13 « 8 « 5 3 

— 2250 « 2 13 « 3 « 4 4 

— 2125 a * afa ™ 

+ 810 «! « 2 13 « 4 2 « 5 2 

— 3600« 2 12 « 3 4 « 4 « 5 

+ 1620 « 1 2 a 2 12 « 4 a 5 3 

+ 34155 «!« 2 12 « 3 2 « 4 « 5 2 

+ 2125 « 2 12 « 3 3 « 4 3 

+ 305 10«! 2 « g 11 « 3 2 « 5 3 

— 15300 «! « 2 12 « 3 « 4 3 « 5 

+ 800 « 2 U « 3 6 « 5 

— 161 ' 20 «! 2 « 2 11 « 3« 4 2 « 5 2 

+ 1125 «!« 2 12 « 4 5 

— 500 « g 11 « 3 5 « 4 2 

+ 6525 «,* « g 11 a * a & 

— 14895 «! « g 11 « 3 4 « ß 2 



Die Invarianten j 4 , ... als Funktionen der Wurzeln. 

Die Differenzen der Wurzeln a 19 a 2) ..., a 5 seien zur Abkürzung mit 

(«.—«*)“(»*) 

bezeichnet. Es wird: 

-2.5 4 .J 4 = V -£(12)* (23)* (31)* (45) 4 = 

= a 0 4 Z(12) 2 (23)* (34)* (45)* (51) 2 . 

5 5 . J - a« 8 £ (12)* (13)* (14)* (15)* (23)* (24)* (25)* (34)* (35)* (45)*. 
Sei ferner gesetzt: 

A 1 = (23)* (45)* + (24)* (35)* + (25)* (34)*, 

B x = [(24) (35) + (25) (34)] [(23) (45) + (25) (43)] [(23) (54) + (24) (53)], 
C, = [(12) (13) (45) + (12) (14) (35) + (15) (13) (42) + (15) (14) (32)] . 

. [(12) (15) (34) + (12) (13) (54) + (14) (15) (32) + (14) (13) (52)] . 

. [(12) (15) (43) + (12) (14) (53) + (13) (15) (42) + (13) (14) (52)]; 
mit -4 g , A ai A 4 , A 6 die Ausdrücke bezeichnet, die aus A 4 durch Ver- 
tauschung bez. von 2, 3, 4, 5 mit 1 hervorgehen, und ebenso B t , ... 
_B 6 ; 6g, ..., C & aus B t und C t definiert. Dann wird: 
a * . A 1 AA s A i A 6 = 2 10 . 5 5 . ( J 4 * - 3 J 8 ) , 

V* . B 4 B a B a B 4 B & - 5 10 { 2 18 . 3» . «T u + 2 8 . J* - 3* . } , . 

20 15 . J lg> 

wo <7 4 , Jg, z/, J 18 die in den vorhergehenden Tafeln gegebenen 

.Ausdrücke vorstellen. 



Die irreduciebeln Kovarianten 

der 

Formen dritter, vierter und fünfter Ordnung. 


I. Die kubische Form: 

f = a 0 x? + 3 a^y + 3 oga;y 2 + a s y s . 

1) tpî, 2 = à = («„«g — a/) x* + («„«s — OjOj) xy + (a^g — Og 2 ) y 2 . 

2 ) 9 Ps,s= Ç = (a 0 2a s — 3 a 0 a 1 a 2 + 20 !*)«*+ , 

+ 3 (a 0 a g — 2 a 0 ctg 2 + 2 Og) a: 2 y — 3 (ß 0 Og a 3 — 2 a t 2 Os + «! a 2 *) a: y 2 — 
— (a 0 Oj 2 — 3^02 Oj + 2ag*) y?. 


n. Die biqnadratisehe Form: 
f= a 0 x^ + 4 a^y + 6«ga^y 2 + 4aga;y s + a 4 y*. 

1 ) q> 4 ,% = H=(a 0 a 2 — a 1 s )x i + 2 (a 0 a 3 ^-a 1 a t )x 3 y + 

+ («o a 4 + 2^03 — 30 g 2 ) x*y* + 2(0!^ — a^) xy* + 
+ (oga 4 — a/)y*. 


2 ) 9 >«, * ■■ jT. 



x h y 

octy 2 

a?y z 

x 2 y* 

xf 

y® 

+® 0 2 «s 

+ ®0 2 ®4 

H“ 5 Öq Äj 

— 10 a 0 a s 2 

5 ®0Ög Qt± 

-®0«4 2 

— Oi«/ 

3 cLq ög 

+2a 0 a 1 o 3 

10^0^2^ 

+ 10o 1 2 a 4 

+ 1 Öfl^O^ 

— 2a 1 a 3 a 4 

+ 3 agOja 4 

+ 2«!* 

— 9 a 0 Og 2 
+6aj 2 «8 

+ 10a 1 2 a s 


— lOö^ög 2 

+ 9 «g 2 a 4 

— ÖOgOj 2 

-2<v> 


III. Die Form fünfter Ordnung. 

Nr. 1. 

/■= a 0 ®* + öc^a^y + lOaga^y 2 + 10oja: 2 y s + ba^y* + c^y 5 . 

Nr. 2. 

<pi,2 = i*= («o«4 — 4 o,Oj + 30 g 2 ) a; 2 + (0303 — 3^04 + 2 a t a s )xy + 

+ («i a 5 — 4 «î«4 + 3 V) V *• 
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Nr. 3. 

(p^ 2 =*H= Hessesche Form von f. 


# 6 

x 5 y 

• æ 4 !/ 2 

x*y* 


xf 

y ß 

+ ®0°2 
-V 

+ 3 o 0 o, 
“ 3 öj 

+ 3 o 0 o 4 
+ 3 o,o, 

— 6oj 2 

+ «o «5 

+ 7 o,o 4 
— 80,0, 

+ 3 o,a 5 
+ 3 o,o 4 

— 603* 

+ 30305 
— 3 o,o 4 

+ « 8«5 
-< 


Nr. 4 

<P8, S =j (§22,6). 

- -- -- 


Æ 8 

x*y 

xy* 

f 

" 4 " 

-f- 

"4“ 

+ 0,0305 

— O 0 Oj* 

«0 ^3 ^4 

— «o« 4 2 

— o,o 4 * 

— o,*o 4 

-Oi 2 Oj 

öfjöfgfltg 

-«2* 0 5 

+ 20,0303 

+ o,o,o 4 

+ o,o,o 4 

+ 2ojasa 4 

— 03 8 

+0,03* 

' + 0,*0 4 

-V 



— OjOg 2 



Nr. 5. 

9>s,s = £</>*)• 


Æ 6 

x*y 

Opy * 

x 2 y * 


f 

+ o 0 2 o 5 

+ 5000,05 

+ 2o 0 O3O 5 

— 2o 0 OjO 5 


-o 0 o 6 * 


— 16 a 0 a 2 a 4 

— 12a 0 a 3 a 4 

— 8o 0 o 4 2 

+160,0,05 

+ 5 o,o 4 Oj 

+ 2o 0 O3O3 

+ 6o 0 o 8 2 

+ 8o, 2 o 5 

+ 12 o,Og 0 5 

+ 9 o,o 4 * 

2 ög 0^3 0^5 

+ 8o,*o, 

— 9 a t 2 a 4 

— 38 

+ 38^03^. 

— 603*05 

— 8a 2 a 4 2 

— ßö^Og 2 

+ 38^02 «3 

+ 72 o, 03 2 

— 72 «2 2 a 4 

— 38 aga 3 a 4 

+6oj*o 4 


— 240 *® 

— 32 0^0$ 

+320303* 

+ 24 o,® 
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Nr. 10. 


9>i,s £[*, j] = Px + Qy (§ 22, 6). 


æ 


y 

y 

+ Og* Og Og* 

+ 9o 0 o 8 4 

+00*0305* 

-2o,* 050405* 

— 2a 0 s a s a i a b 

+ 

— o 0 * o 4 * a 5 

+ 14a,* o 8 * o 5 

+ «o 2 «4* 

— 

— 2o 0 o,Og<%* 

— löa^ag^ 2 

— o 0 o,*o 5 * 

— 

-4000,050405 

— 2 2a x a 2 % a s a 5 

— iaQÜ^a^ 

+ 10a,*a 8 *o 4 

+ 6o 0 o,o 4 8 

+ 10 a^ 2 ^ 2 

+801,0,08*05 

+ 6o,Og 8 o 5 

+ 8o 0 Og*o 4 o 6 

+ 30a 1 « 2 a 8 2 a 4 

— 2a 0 a 1 a 1i a ik 2 

+ 30a 1 a 2 2 a 8 a 4 


— lÖd^Og 4 

— 2o 0 0g*o 8 o 5 

— äOa^g ö^s 8 

— 12a 0 a2«s a 4 2 

+ 9og 4 o 5 

+ 14o 0 Og*O4* 

— 15og 4 o 4 

+ 6o 0 a 3 8 o 4 

— 2002 8 «3«4 

— 22o 0 flgO s *o 4 

+ 10a 2 8 Ö3 2 

+ «l 3 a 5 * 

+ 10og* o s 8 


Nr. 

11. 



<PS,6 = ~ 



Æ 8 

x*y 

xy * 

y* 


+ a o*°2 a 4 a 5 + o 0 * Og a 5 * — a* a 3 a* ff o ß i a s a 6 2 

— 3dj*a,*o 4 — 5a 0 2 a 8 a 4 a ä + o 0 * o 4 2 o ä + ®o a i a 4 2öt s 

H* 2 oq* a^o>± + 4oo*04 8 + <0 Wq o, (1% a 4 * “I - (i^ 

— o 0 o,* a 4 a ä — a 0 aj*a* —8 a 0 a 1 a î a 4 a 5 — 14a 0 a 2 a 3 f74a 6 

■}* 8fl()ö|ßjö^5 -j - 3 o 0 a, o, 8 "i" 8öj,ß,ö^ 

— lla 0 a,aga 4 * + llo 0 a,0g*a 5 —\la 0 a* + 9o 0 a 8 8 aj 

— o 0 a,ag*a 4 —17 a 0 a,a 3 o 4 * +lla 0 a 2 a 8 2 a ä — 

— 9o 0 ag 8 a ä — llo 0 ag*agO5 +6ö 0 a « a 8 a 4 2 — 2a,*0g0 5 * 

140o0g* Ö5 8 ü^4 ^^ 0% Og *4" H^x S 4 

— 6a 0 a 2 « 8 * +44a 0 ffl 2 a 8 2 a 4 — 4 a, 3 a 5 * — 9 a,* a t 3 

— 8 a, 8 0g05 — 18a 0 a 3 4 + 17 a,* +0,05 + 0,05*0405 

+ 9«, 8 « 4 ! -3a 1 *a 4 a 4 +16a 1 *a 8 2 a 5 - 14a,aga s 2 a ä 

- + 6a,*ag*a 5 — 6a,*agaga 5 — 21a 1 2 a 8 «4* +16a 1 a 2 a 8 a 4 2 

— 16o,* o 2 </ 8 ®4 + 21a,* d%ci± — 44æ 1 ô 2 * äs 8 ®5 3a,a 8 8 fl4 

+ 8a,*a 8 8 — 5a 1 2 a 8 *a 4 + 50,05*04* + 6a 2 3 0,05 

+ 3a,ag 8 a 4 + 60,05*05 + 39a,agag*a 4 — 805*04* 

— 20 , 02 * 08 * — 390 , 0 2 * 0 8 04 — 120 , 0 g 4 +202*08*04 

+ 22a,aga 8 8 + 18a 2 4 o s 

+ 120g 4 o 4 — 22 Og 8 0g0 4 

— 80g 8 Og* + 8 Og* Og 8 











i a 

N Ö 

»o ff» 

e 

ff» ö 

« eo 

C C 

P P 

c e 


« ^ 

eo 

C « 

P p 

e e 


j® Q Q 

>S ff» ^P eo 

«?.* è* 


ff» ff» eo «» Ö 

cs c cs cs « 


o» ^ eo 

ta « T# 

e ö e 

eo ff» ff» 


iä — so ica 

jp »4* ^ e *> 


4° ö 

« T* 


<F <T <T « e e 


^^(MOiOOiOCOf-N Q OO M 

I + l + l l + l + + l I + 


9» 

»9 

ta 


ff» 

J9 


ta 

e 



o» 



o» 



© 

Ö 

e 


vO 


/VI 

Tt< 


ta 

-*• 


Ö 

-t 

-* 


Ö 

ff» 

pi 

eo 

e 

®» 

\N 

fi 

c 

00 

C 

C 

ta 

ff» 

c 

Q 


eo 


ö 

5# 


p* 

Ö 

eo 


en 

0» 

Ö 

jî 

eo 

eo 


C 

c 

o» 

C 

c 

C 

®» 

c 

e 

pP 

p!° 

T/ 

c 

c 

p?° 


J 

© 

ç? 

© 

»T 

© 

çf 

© 

o» 

«T 

9» 

çT 

ç? 

H 

çf 

H 

é* 

rH 

C 

c 1 

c 

c 1 

C 

eo 

a» 

ff» 

ff» 

c 

0» 

C 

9» 

c 

ta 

çf 

c 

c 

c 

c 

o 

o 

C 

Q 

c 

CM 

Ci 

Q 

Ci 


CO 

(M 


+ + I + 


^*5 Ö 5 Ç? 

Ö ff» Ö -P 
J 9 ^ «. « 

S. *• <r <f 

®o % 5? <? 


« J Ö « C ,P Ä 

ff ® CO ç§* *9* ® S 

C5 o» eo C s5 ff» ff« 

«P Ö C jP 04 ? 

C © © C h ” 5 


+ I H — h I + 


O >Q ga 

« e - 

<>» Q jo Ö 

5 « 00 05 Ö ö o» 

-fff» CCS« 00 » 

e 4* *1* pI* «aS* e *rf ^ 

a s3 C CS CS « S m 


c 

ff» 

eo -f 

<%a ** ® 


CC OOÖÖ © -» ^»-«^T-taHT-lff»,— ff» ff» 

© © c sf © © c c e © © e e © w © cs c 

© Ö(Moo CS Ö .O ÖOOOOiOt^^O) ö -»* 

«COrtHtOMHOJH(MMi<®HCfl®iCllN 


+ + + I + + 


+ I + 


* 1 
f « I? 


ta 

e 

a» •«* 
J9 © « 


o »9 o» 

© « * 

•ff ff« « J** 

-f ö © « © 

So» © © « 


^ © © © © © © q' çr e*©~ © © © ^r «~ e»~ 

eö ©©©©©©© ©©©©©©© 

N o M o e O 05 (^ 00 î O Oi © © SOOO^CitOO 

© Öf-(?qHCCHiOcOCOOOCO(M^^>Oc<50^ 


© pI 5 

© © 


« ff» 

e 1 çf 
©* çf 


-p <N 
© »fi ^ 
p* © © 


«0P « 

«f tf-jr 


® ® « ff, © O, J«« O» ® * 

,p *1® •£* «o ff» « 0 a* 0» 4» © 

© © © k © © ©4 © © © J, 


© © © ©» 

» ff» O» aj 


« P* 11 

CO Cj 

© *o eo « 

.P © © © 

C -4* « o» 

T— I ff» ff» ff» 

© © © C 


+ + I + + 


ta 

C 

o» ff» 

ta C eo ta 

C ^ Ö 
ÇT ff» O» °% H 

«« e° e° « 


o 

ta 1 1 

% « op e 

s*« ^ e 8 

çT ® « ©» 


é* e * 


<r 

c° e° 


3 « ff» C ^ pp p^ 1 pi 0 ® 5 ff« 

r Ö ^ ff» jPyPC C C Ö 

S tH C O4CC«04O»0» CC 
P C © ö © © ^ pH »h tH r» £■» 

Sococceccccc 


+ + i + i + 


■ 'p ^ 

e « H« « 

ta eo ^ ÇS ta eo « 

<s e e « e « 

4» »« ff« c «0 

CCCC^^^C 

ff ff» ff» ®» CCC« 

iH vH r-4 *H *— < T-» ff» 

eccccccc 


w W W V ^ W W ^ V ^ ^ ^ V ^ 

^O ö ö oCO<M ÖQ0 S(N0i05«Oi0 05>C>0O 
CI>-ÇO e(NCOOOri?OiOCOHO(N(MMi<CÛ^ 


I + I + I + 


H — h I + I + I + I + 



ta 

94 

J9 ff» jfi 

e* 1 



94 



p* 

»» 




^ -^t 

Ö pf C 

© 


P# 

© 



e 

© 

«o 


eo 

« c 

90 C 04 

e 

m 

C 

c 

ta 

P* 

ff» 

e 

c 


C 

O» (J4 

C 94 94 

o» 

. P « 

ff» 

CS 

c 

?» 

.0» 

© 


ff» 

c « 

04 C 

e 

CS 

ff» 

.© 

94 

« 

c 

CS 



c 

94 C 

"H Ö ^ 

H 


c 

CS 

CS 

e 

ff» 

© 

CS 

ta 

M 

© 

»P 94 

C P 

c „p e 

p c © 

e 

o 

C 

© 

ç? 

çf 

© 

vH 

© 

t» 

çf 


cf 

© 

CS 

e 

O Ö 

C o ö 

C 

CS 

(M 

Ci 

CS 

e 

Ci 


CO 

(M 


H — h I H — h 


»fi o» 

»o C C ö C « 

C eo «o» « 

ff» Ö « ÎS C ff» ®» 
_ o» ff» « o» o» C ^ 


eo 

»** « 

^ 04 O» 

© o» eo ff» ^ 


e « ö ^ pr» -• ^ c c c c ^ 

ff» ff» ff» 04 H< eo eo o» ® 

ç?ç?s?c ö e° c° ~ e H e 5? ö ^ 

N O CO i 1 O O t» e (M IO (M oo CO 

+1+1 ++ I ++ I I + I 















An] 


ç? 2 , 6 ==s Hess esche Form von j 


a ; 2 

xy 

î / 2 

- a 0 2 Og 2 «j 2 

— «O 2 «2 «8 «5* 

- a 0 2 a 3 2 a 5 2 

+ 5a 0 2 a 2 a 3 a 4 ö ä 

+ a 0 2 ,a 2 a 4 2 a 5 

+ 2 a 0 2 a s a 4 2 a 5 

— 3a 0 2 «2«4 8 

+ a 0 2 « B 2 a 4 a 5 

— a 0 2 a 4 4 

-3 «o 2 «g 3 «s 

-o 0 2 a 3 œ 4 8 

+ ba 0 a Y a 2 a z a 2 

4- 2« 0 2 a 3 2 a 4 2 

+ a 0 a 1 2 a 3 a 5 2 

— ba^a^a^a 2 a h 

+ 2 a 0 a 1 2 «2 a * 2 


— 5^% a 3 2 a 4 a 5 

— ôâ^a^agfl^ 

+ a 0 a 1 a 2 2 a 5 2 

+ 5 a 0 a 1 a 3 a 4 8 

+ 3a 0 a 1 2 a/ 

+ 6 a 0 %a 2 aga 4 a 5 

— 3a 0 a 2 *a Â 2 

— ba^a^ a±a h 

— 

+ 7a 0 a 2 2 a 3 a 4 a 5 

+ 7a 0 a 1 a ï a 3 2 a â 

— 10 a 0 a 1 a 3 3 a 5 

+ 2 a 0 a 2 2 a 4 8 

— ao^a^aga/ 

+ 1 1 «o«! a 3 2 a 4 2 


— % 3 Ö 4 

— lOa ,,«* 3 a 4 a 5 

— 8 a 0 a 2 a 3 2 a 4 2 

-%<h * a s «s 

+ Ha 0 a 2 2 a s 2a 5 

+ 3a 0 a s 4 a 4 

+ 6 a 0 a 2 8 a 4 2 

+ lSd^a ^«^ 2 

— Sa^a^a 2 

— 8 a 0 a 2 2 a 3 2 a 4 

— 28a 0 a 2 a 3 3 a 4 

+ 3 « 4 8 a 4 2 a B 

+ 3a 0 a 2 a 3 4 

+ 9a 0 a 3 5 

+ 2 oj 2 afaf 

- V a 6 2 

— a^a^aj 2 

. fl ^ 2 ô'g 0^4 0^5 

+ 5a 1 8 a 2 a 4 a 5 

— 8a^a^a 5 

— 3 a^a 2 a* 

+ 2 V a 3 2 a 3 

+ 9a 1 Sa 4 8 

+ 6 a 1 2 â 3 8 a 5 

-- 3 a^a 2 a£ 

+ 11 a^a£a±a h 

— éa^V «* 2 

— 8a x 2 a^ 2 a^a 5 

+ lSâ^ 2 «^ 2 *^ 

— aja 2 8 a 4 a 5 

— 4 a 2 a 2 a 2 

— 3 la^a 2 a z a 2 

— 8 a x « 2 2 a 8 2 a h 

+ 1 af a 2 a s 2 

+ 8« 1 2 a 3 3 a 4 

+ 7 a t a 2 2 a s a à 2 

— «k* V 

— 28a 1 a 2 3 a 3 % 

+ ba l a 2 a 2 d a 4 

+ 3a t a 2 4 a 5 

+ 8 

— Sajßg 6 

+ b^a^a^ 

+ 81a x a 2 a^a^ 

+ 3a 2 4 a 8 a 5 

— 4a 1 a 2 2 a 3 3 

— 17ôr t a 2 a 3 4 

— a 2 a A 2 

— 3a 2 5 « 4 

+ 9a 2 s % 

— 4 a 2 8 a 3 2 a 4 

+ 2a/a 3 2 

— 17 a» 4 a,«, 
+ 8a 2 8 a 3 3 

+ 2 «/ a 3 4 


» 
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Anhang. 


Nr. 14. 

9>4,6 = H*,9>m). 


Æ 4 

x*y 

x 2 y 2 

xf 

y 4 

-« 0 S « 8 « 0 2 

— 4a 0 2 a 1 a s a 5 2 

+ 6 a 0 2 a 2 a 4 2 a h 

+ 4a 0 2 a 2 a 4 a 5 2 

+ a 0 2 ctg a 5 3 c 

+ « 0 * a i «5 

+ 4a 0 2 a 1 ffl 4 2 « 5 


-4a 0 2 a # 2 a ä 2 

-3a 0 2 «gO 4 o 5 2 

+ 3a 0 2 a 1 a 2 « 5 2 

+ 4a 0 2 a 2 2 a 4 2 

+ 6 a 0 2 Oga 4 3 

— 4a 0 2 a s a 4 2 a 5 

+ 2 o 0 2 o 4 8 « 5 

+ 2 a 0 2 a 1 o 3 a 4 a 5 

— 8 a 0 2 a 2 a 3 a 4 a 5 

— 6 a 0 a 4 2 O 3 a 5 2 

+ 4a 0 2 ff 4 4 

a 0 «i 2 a 2 

— ba^a y a^ 

+ 4a 0 2 o 2 a 4 8 

+ 12 a 0 a 1 o 2 2 a . 2 

— 4a 0 a 1 2 a 4 o 5 2 

— 2 a 0 a 1 fl g a 4 a 5 2 

— 8 a 0 2 a 2 2 a 4 a 5 

+ 4a 0 a 1 2 o 2 a 5 2 

— 36 

+ S^ajOjffgaj 2 

+ 8 a 0 a 1 Og 2 « 5 2 

+ 2 a 0 2 a 2 o 8 2 a 5 

H^a ^ 2 a 3 a 4 a 5 

+ 48a 0 a 1 ag 3 a 8 

— lèa^a^ a h 

+ 2 a 0 a 1 a 8 o 4 2 a f) 

+ 12 a 0 2 Og a s a 4 2 

— 24a 0 a 1 2 a 4 8 

— 12 a 0 a 1 o 3 2 a 4 2 

+ 48a 0 « 1 a 3 2 a 4 a. 

— 6 rt 0 fl 4 rt 4 4 

-6a 0 2 «3 3 «4 

— 48a 0 o 1 a 2 2 a 4 a 5 

— 48a 0 a 2 8 a 4 a 5 

32 (Iq ctj flg ö 4 8 

- 2 a 0 ag 2 a s a 5 2 

— 2 a 0 a 1 3 a 5 2 

+40a 0 a 1 a 2 a g 2 a 5 

+156a 0 Og 2 a 3 a 4 2 

— 40a 0 a 2 2 a 8 a 4 a 5 

+ 6 a 0 a 8 2 o 4 2 a 5 

— 2 a 0 a 1 2 a 2 a 4 a 6 

+ 40 ^ 0 ^ 03 «/ 

— 168a 0 «ga3 8 a 4 

+ 56 a 0 a 2 *a 4 8 

- 20 a # a 2 a 3 2 a 4 a 5 

— 6 a 0 a 1 2 a 3 2 a 5 

— 24a 0 a 1 a 3 3 a 4 

+ 54a 0 a * 5 

+ 8 a 0 a 2 a s 8 «g 

+ 12 a 0 a 2 a 3 a 4 3 

+ 1300%* Og «^ 2 

— 8 a 0 « 3*03 a 5 

-- 6 a 1 8 ö 2 a 5 2 

— 40a 0 a 2 a 8 2 a 4 2 

H“ 9 a 0 a 3 4 

+ 20 a o a 1 a 2 2 a 8 a s 

+ 56a 0 Og 8 a 4 2 

+ 36 «j 8 a s a 4 « s 

+ 12 a 0 flr s 4 a 4 

— 6 a 0 a 8 s a 4 2 

+ 4a 0 a 1 a 2 2 a 4 2 

— 8 8 a 0 Og 2 a 3 2 a 4 

+ 12 a 1 2 a 2 2 a 4 a 5 

-^VagOj 2 

+ 5a 1 8 a 4 a 5 2 

— 52a 0 a 1 a 2 a 3 2 a 4 

+ 36a 0 o 2 Og 4 

—lb6a^a%a^a h 

+ 24a 4 8 a 4 2 a 5 

— 12« 1 2 <7 2 a 3 « 5 2 

+ 24a 0 a 1 a 8 4 

-4<a 5 2 . 

+ 60a 4 2 a 8 8 a 4 

— 40a j 2 a 2 a 3 a 4 a- 

— lSa^^a/a* 

— 9a 0 a 2 4 « 5 

+ 3 2a 1 *a 2 a 4c a b 

+ 1 ^a x a 2 z a z a h 

— GOa^a^a^ 

-4a 1 2 a s 2 a 4 a 5 

+ 20 a 0 o 2 8 a 8 a 4 

— b&a*a^a h 

— 60 a x a 2 z a^ 

— b&a 2 a^ a b 

+ 15a 1 2 a 8 ff 4 8 

— 10a Q a^a^ 

+ 60 a^a^a 2 

— 30 

+ 100 rt 4 2 a s 2 a 4 2 

+ 6 a 1 a 2 8 a 5 2 

+ 6a^a é a b 

+ 40a 1 2 a3 2 a 3 a R 

— 54 a 2 5 a 5 

+ 24a 1 flfg 8 a 4 o 5 

+52a 1 a 2 2 a 8 a 4 a 5 

— 12 a 1 8 a 2 a 8 a 5 

— 100 a^a^a 2 

+ 30 a 2 4 rt s a 4 

+ 88 a 1 a 2 2 a s 2 a 5 

— 10 a 4 a 2 2 a 4 s 

— 1 5a x 8 a 2 a 4 2 

— 80 a 2 a^a b a^ 


+ 80 a 1 o 2 2 a s a A 2 

— 20 a x a 2 a 8 3 a 5 

+ 10 o 1 8 c^ 2 «i 

+ 60 a 2 


— 200 ^ 0203 ?^ 

— SOa^öj 2 ^ 2 

+ 6 o 1 2 o 2 8 a 5 

— 12 a 1 a 2 4 a 5 


+ 60ffj«g 5 

+ 15a 1 ffl 9 4 a 4 

+ SOa/ag 2 «^ 

-f 200 a 1 o 2 3 a 3 a 4 


— 36ag 4 a 8 a 5 

— 24 a 2 4 a 4 a 5 

— 20 a 1 2 a 2 a 3 8 

— 120 ^ a 2 2 a 3 3 

1 

— 60 a 2 4 a 4 2 

+ 10 a 2 8 a 8 2 a 5 

— 1 b^a^a^ 

— 60a 2 5 a 4 


+ 120 a 2 8 a 3 2 a 4 

+ 20 a 2 8 a 8 a 4 2 

+ 10 a 3 2 

+ 40og 4 a 3 2 


— 40a 2 2 a 8 4 

— 10 a 2 2 a 3 3 a 4 
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Nr. 15. 

9 > 1 , 7 ('■, 9>m) — - {V'x + Qfy). [§ 22, 5]. 


X 

X 

y 

y 

+ «0 8 «S«5 8 

— 81a 0 a 2 4 a 4 a 6 

- v« 8 v 


-4a 0 8 Og«4«6* 

+ 18a 0 V VX 

+ V V V 

+284 a 0 a 2 2 a 3 2 a 4 2 

+ 3a 0 s a 4 s a 5 

+ 140a 0 O2 S öf 3 a 4 2 

+ 4 V a, a 2 V 

— 216a 0 a 2 a 3 4 ffl 4 

- V V V 

— 100a 0 ß 2 2 fl 3 3 a 4 

+ 3a 0 2 a 1 ff 3 a 4 V 

+ 54a 0 V 

— 3a 0 2 fij^a^a^ 2 

+ 18a 0 a 2 V 

— 7 a # * a 4 a 4 8 a 5 

+ 15a! 4 ffl 4 a 5 2 

+ in V a l V V 

+ 8a 1 4fl, 3 0 5 2 

— lß^Q 2 ^ 2 ^^ 2 

— 26« 1 8 a 2 a 3 a 5 2 

+ 4a 0 2 a 1 rt 3 a 4 2 a 5 

— \9>a^a 2 a h 

+ 6 V®* V a 6 2 

— 84a 1 8 a 2 a 4 2 a 6 

— lö^ 2 «^ 4 

— 6a* a 2 a 2 

+ 30 a 2 a 2 a 8 a 2 a h 

+ 98a 1 8 a 3 2 a 4 a 5 

— 6a 0 2 a, 2 o 3 a 5 2 

+ 32a 1 8 a 2 a 3 a 4 tf 5 

— 8a 0 2 a 2 a 4 4 

— 45ö 1 3 a 3 a 4 3 

+ 4« 0 2 V a 4 2 o 5 

+ 45a 1 8 a 2 a 4 3 

— 18a 0 2 a 3 3 a 4 a 5 

+ 12a, 2 V V 

— 22a 0 2 a,cf 3 2 rt 4 rt 5 

+ 112V «8* «6 

+ 6 VW 

+94VV a 8 a 4 a 5 

+ 26a 0 2 a 8 ar 3 « 4 8 

— löOäfj^tf/a* 2 

— 3a 0 V V 

+ löOtf^ag 2 «/ 

+ 9 V V a b 

— Ga^ 2 a 2 2 a é a 6 

— 4a 0 V«2a 4 «5 2 

— 140a 1 2 ör 2 a 3 8 a 5 

— \2a 2 a^a 2 

— 284a 1 2 a 2 2 a 3 2 a 6 

— 4a 0 V V a 5 2 

— hQa 2 a 2 a^af 

-f 7 a 0 ffl, 8 a 4 V 

+ 50 a x 2 a 2 2 a 3 a 4 2 

— a Q a 2 a b 

+ 15 V V«4 

— 30 Gq 2 a 2 a s a 6 2 

+ 320 a 2 a 2 a$a± 

+ 18a 0 V V 

— 51a 4 Va4 0 6 

+ a 0 a 1 2 a 3 o 4 2 a 5 

— 120 a 2 a^ 

+ 22a 0 a 1 V« 3 V 

+ lOOö^äfg 8 ^ 2 ^ 

— 74a 0 a 1 2 a 3 2 a 4 a 6 

4- 216a 1 a 2 4 a 3 a 5 

+ 74a 0 a 1 a 2 2 a 4 2 a 5 

— 320 a x a 2 a % a 2 

+ 84 a^a 2 a z a^ 

— \ba x a 2 a 2 

— 1 60a ( /i 1 tf 2 ör 3 2 a 4 öt 5 

+ SlOa^g 2 ^ 8 ^ 

+ 18a 0 a,ag 8 a 5 2 

— 310tf 1 a 2 3 a 3 2 a 4 

— 3 2a 0 a 1 a 2 a s a 4 s 

— 90a 1 a 2 a 3 5 

+ 1 60 a 0 ^ a 2 2 a 3 ß 4 a ß 

+ lSO^a/r^ 4 

+ Sla^ä^ 4 ^ 

— 18 Va 3 a 5 

— 98 « 2 2 «4 S 

— 54 V «6 

+ 6fl 0 a, V V 

+ 120a 2 6 a 4 2 

— 20a 0 tf 1 a 2 of 3 3 a 5 

+ 90(7 2 6 a 3 r/ 4 

— 9 a Q a 2 *a 2 

— 130a 2 4 a 8 2 a 4 

— 94a 0 a x a 2 a 2 a 2 

— 40 « 2 4 a 3 3 

+ 20 a 0 a 2 s a 3 a 4 a 8 

+ 40 V V 

+ 51a 0 a 1 fl 3 4 flr 4 


— 112r/ 0 a 2 3 a 4 3 

• 
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Anhang. 


Nr. 17. 

9>o, s — «Tg — [*, 9>s, «]. 
Siehe die Tabelle pag. 316. 

Nr. 18. 

9>2, » = i (*, fpi, e). 


x 2 

xy 

y i 

+ a 0 s a 2 a 6 8 , 

— 2a 0 8 Oj 2 a 4 a 5 * 

- a 0 3 ö^ 2 a 6 8 

— 6a 0 8 a 2 a 3 a 4 a 5 2 

+ 4a 0 8 a 8 a 4 s a 5 

+ 2a 0 8 a 3 a 4 2 a 5 2 

+ 4a 0 8 a 2 a 4 8 a 5 

— 2 a 0 8 a 4 5 

-a 0 3 a 4 4 a ö 

+ 3a 0 8 % 3 a 5 2 

+ 20a 0 2 a 1 a 2 2 a 5 8 

+ 6a 0 2 a 1 a 2 a 3 a 5 3 

- a 0 3 < a 4 2 % 

- 4a 0 2 a 1 a 2 a 4 3 a 5 

— 6a 0 2 a x a 2 a 2 a 2 

-a 0 8 a 3 a 4 4 

+ Uao 2 «^ 3 ^ 2 

— 3a 0 2 a A a 3 2 a 4 ß 5 2 

— 2a 2 a 2 a 2 a^ 

— 30 a 0 2 «i a 3 2 ß 4 2 a 5 

+ 3a 0 2 a 1 a 4 5 

+ 6a 0 2 a 1 2 a 8 a 4 tf 5 2 

+ \8a 2 a t a % a^ 

— 3 a 0 2 a 2 8 a 6 3 

— 4a 0 2 a x 2 a 4 8 a 5 

— 14 a 0 2 a 2 3 a 4 a 5 2 

+ 3a 0 2 a 2 2 a 8 a 4 a 5 2 

+ %a,Q a x a 2 a±a 2 

+ 66 a 0 2 Og 2 a 3 a 4 2 a 5 

+ 6a 0 2 a 2 2 a 4 3 a 5 

— 3a 0 2 a x a 2 a^ a 5 2 

— 26 a 0 2 a 2 2 a 4 4 

— 3a 0 2 a 2 a 3 2 a 4 2 a 5 

+ 18a 0 2 a 1 a 2 a 3 a 4 2 r7 5 

— 56 a 0 2 a 2 a^a é a 5 

— 6a 0 2 a2a 3 a 4 4 

— ITöTq 2 ^^«/ 

+ 18a 0 2 O2Ö» 2a 4 s 

+ 3a 0 2 a 3 3 a 4 8 

— 22a 0 2 a 1 a^a 4e a 6 

+ 18a 0 2 a 3 5 a 5 

— 4a 0 a 1 8 a 3 a 5 3 

+ 21 

— &a 2 a^ a 2 

+ 4a 0 a 1 3 a 4 2 a 5 2 

— 13a 0 2 a 2 3 a 4 2 a 6 

-4 a 0 a^a 2 a 6 s 

+ a 0 W a 5 3 

+ 12a 0 2 a 2 2 a 3 2 a 4 a 5 

+ 4a 0 a 1 8 a 8 a 4 a 5 2 


+ 21a 0 2 a 2 2 a 3 a 4 3 

+ 300^ 2 a 2 2 a 4 a ö 2 

+ 16 a^ 2 ^ a 4 3 ör 5 

+ 3a 0 2 a 2 a 8 4 a 5 

— 66 a^ 2 a 2 a 3 2 a 6 2 

+ lSa^a* 8 ^ 2 

— 3 2a 0 2 a 2 a 3 8 a 4 2 

+ lSa^ 2 «^ 4 


+ 9a 0 2 a 3 5 a 4 

+ 84a 0 a 1 2 a 3 8 a 4 a 5 

— löc^o^a^ 4 

+ «o a i 4 V 

— &§a Q a 2 a 3 2 a 4 8 

+ 22a 0 a 1 a 2 3 a 4 a ö 2 

— a s 2 a 5 2 

+ 56a 0 a 1 a 2 8 a 8 a B 2 

— ^a^a^ag 2 ^ 2 

— \&a Q a^ a^a 2 a b 

— 84a 0 a 1 a 2 3 a 4 2 a 6 

— 18a 0 a 1 a2 2 a 8 a 4 2 a 5 

+ 18a 0 % 3 a 4 4 

+ 20a 0 a 1 a 2 2 a 3 a 4 3 

— 38 

— 3a 0 a t 2 a 2 2 a A 2 a h 

— 40a 0 a 1 a 2 a 3 4 a 5 

— 32a 0 a 1 a 2 a 3 3 a 4 a 5 

+ 18 a Q a 2 a 2 a^a^a h 

+ 12a 0 a 1 a 2 a 3 3 a 2 

-f 102«^ OgOg 2 ^ 3 

— 14 a Q a^a 2 a % a^ 

— 24a 0 a 1 a 8 6 a 4 

+ 18a 0 a 1 a 3 5 a ß 

— %Qa Q Oi 

— 18 

— 42 Og 4 a 4 2 





Anhang. 


341 


+ 3a 0 a 1 2 a 2 2 a s a 5 2 
+ 41a 0 a 1 2 a 3 4 a 5 
4- 32a 0 a 1 a 2 8 a 3 a 4 a 5 
+ 2a 0 a 1 a 2 8 a 4 3 

— 84a 0 a 1 o 2 2 o 8 8 a 5 

— 24 a 0 a x a 2 2 a 3 2 a 4 2 
4 

— 36 a 0 aia s 6 

— 18a 0 a 2 5 a 4 a 5 
+ 33a 0 a 2 4 a 3 2 a ß 
+ 25a 0 a 2 4 a 3 a 4 2 

— 60a 0 Og 8 a 3 8 a 4 
4 21 a 0 a 2 2 a 3 5 

— 3 a! 5 a 4 a 5 2 
+ 6 a l 4 a Ä a 8 a 5 * 

4 15a! 4 Oga 4 2 a 5 
+ 38 a t 4 a 3 2 a 4 a 5 

— 45a 1 4 a 3 a 4 8 

— 3 a x a£ a 3 

— 102 a 1 8 a 2 2 a 3 a 4 a 5 

4 lÖ«! 8 ^ 2 ^ 8 

— 76a 1 8 a 2 a 3 8 a 6 
+ 175ai 8 a 2 a 3 2 a 4 2 

— 35 a! 8 a 3 4 a 4 
4 42a! 2 a 2 4 a 4 a 6 
4 182a 1 2 a 2 8 a 3 2 a 5 

— 120 a! 2 a 2 8 a 3 a 4 2 

— 150 ai 2 a 2 2 a 3 8 a 4 

4 70 a! 2 a 2 a 3 5 

— 126 aia 2 5 a 3 a 5 
4 löa ja/a/ 

4 175a! a 2 4a 3 2a 4 

— 75 a, a 9 z aJ 

4 27 Og 7 a 6 

— 450g 6 a 3 a 4 

4 20og 5 a 3 8 


xy 

4 40 a^a^a* 

458a 0 Og 4 a 4 8 

— 156a 0 a 2 8 a 3 2 a 4 2 
4 94a 0 a 2 2 a 3 4 a 4 

— \%%a 2 a^ 

4 2 a* a * 

— 18 a! 4 a 2 a 4 a 5 2 
4 26 a x 4 a 3 2 a 6 2 

— 18 a! 4 a 3 a 4 2 a 5 

— 18ai 8 a 2 2 a 3 a 5 2 

466a 1 8 a 2 2 a 4 2 a 5 

— 20a 1 8 a 2 a 3 2 a 4 a 5 

— 58ai 3 a 3 4 a 5 
4 50ai 8 a 3 8 a 4 2 
4 6fl! 2 a 2 4 a 5 2 

— 72a! 2 Og 8 a 3 a 4 a 5 

— 50 a! 2 a 2 8 a 4 8 

4 156a! 2 a 2 2 *a 3 8 a 5 

— 90a, 2 a 2 a« 4 a 4 
4 30a! 2 a 3 6 

4 24a!a 2 5 a 4 a 6 

— 94 a!Og 4 a 3 2 a 5 

4 90a!Og 4 a 3 a 4 2 

— 10 a!a 2 2 a 3 5 
4 18a 2 6 a 3 a 5 

— 30o 2 6 a 4 2 
4 10a 2 5 a 3 2 a 4 


y 2 

— 3 a 0 a 2 4 a 3 a 5 2 

— 41a 0 a 2 4 a 4 2 a 5 
4 84a 0 a 2 8 a 3 2 a 4 a 5 
4 76a 0 a 2 8 a 3 a 4 8 

— 33a 0 Og 2 03 4 a 5 

— 182a 0 a 2 2 a 3 8 a 4 2 
4 126a 0 a 2 a 3 5 a 4 

— 27a 0 a 3 7 

+ a*a 2 a 6 3 

4 17a 1 4 a 3 a 4 a 5 2 

— 18 a! 4 a 4 8 05 

— 21 a! 8 a 2 2 a 4 a 5 2 

— 21ai 8 a 2 a 3 2 a 5 2 
4 14 a! 8 a 2 a 3 a 4 2 a 5 
4 45 

— 2 a, 8 ao 8 a 4 a n 

-15a! 8 a 3 2 a 4 8 
4 3 2a 1 2 a 2 8 a 3 a 6 2 
439a 1 2 a 2 8 a 4 2 a 5 
4 24a x * Og 2 a 3 2 a 4 a 5 

— 175a 1 2 a 2 2 a 3 a 4 8 

— 25 a! 2 Oga 3 4 a 6 
4 120a! 2 a 2 a 3 8 a 4 2 

- 15 a! 2 a 3 5 a 4 

— 9 a x a^ a 3 

— 106 a!a 2 4 a 3 a 4 a 5 

4 35 a!Og 4 a 4 8 

4 60aia 2 8 a 3 8 a 6 

4 150 aia 2 8 a 3 2 a 4 2 

— 175 a!a 2 2 a 3 4 a 4 

445 a!a 2 a 3 6 

"1” 36 Og a 4 a 5 

— 21 a 2 5 a 3 2 a 5 

— 70a 2 5 a 3 a 4 2 
4 75ag 4 a 3 s a 4 

— 20ag 8 a 3 6 
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Anhang. 

Nr. 21. 

9>ü, 12 = J f i2 Diskriminante von j. 
Siehe die Tabelle pag. 318. 


Nr. 22. 

9>l,13 = 0Pl,5, 9m)- 



X 

X 

— 2 a 0 6 a 2 2 a s a 5 5 

— 160 a 0 4 a 2 a 3 3 a 4 a 5 3 

— 72 V WV 

+ 2W VV 

— 280 a 0 4 a 2 a 2 a A a 5 2 

-+ 304 a 0 8 ör a a 2 3 a 4 5 a- 

+ 10 a 0 5 ß 2 a 3 2 a 4 a 5 4 

+ 332 a 0 4 a 2 2 a 3 a 4 6 a 5 

— 120a 0 8 a x a 2 4 a 4 2 « 5 3 

— 16a 0 5 a 2 a 3 a 4 s a 5 3 

— 54 a 0 4 Og 2 a 4 7 

+ 96a 0 s a 1 V«sV 

+ 6a 0 5 a 2 a 4 5 a 5 2 

+ 24« 0 4 «si V V 

— 560 a 0 3 a 4 a 6 3 

— 6 VW 

+ 360 a 0 4 a 2 a 3 4 a 4 2 a 5 2 

+ löOa^^a^aga/^ 2 

+ 12VV w 

— 320 a 0 4 a 2 a 3 3 a A % 

+ 280 a 0 3 a x a 2 a 3 4 a 6 3 

— 10 <x 0 5 a 3 2 a 4 4 a 6 2 

-f38a 0 4 a 2 V V 

+ 1440a 0 3 a 1 a 2 2 a 3 3 a 4 2 a 5 2 

+ 6a 0 5 ör s a 4 6 a 5 

— 108a 0 4 a 3 6 a 4 a 5 2 

— 960 a£a x a 2 a 2 a A a h 

— 2 v v 

+ 96a o 4 ff 3 5 0 4 3 a 5 

— 376 a 0 8 a t a 2 2 a z a A 

+ 4a 0 4 «i* a 5s a 9«5 5 

— 12 vw 

— 1296a 0 8 tf 1 a 2 a 3 5 a 4 % 2 

— 4a 0 4 a 2 a 2 a A a b 

— 2 W a 8 a 5 5 

+ 80 a 0 3 a t a 2 cr 3 4 a 4 8 a 5 

— 10a 0 4 a 2 a 3 2 a 4 a 5 4 

+ 2a 0 3 a 4 4 a 4 2 a 5 4 

+ 832 a 0 s a x a 2 a 4 5 

+ 16 a 0 4 «j 2 a 8 ö 4 * a 5 * 

— 16 öq 8 ^ 3 Og 2 a 5 5 

— 240 a 0 8 a x a 2 a A 

— 6« 0 4 V W 

+ 32o 0 8 a 1 8 a 2 a 3 a 4 V 

+ 432 V «j « s 7 V 

+ 6« 0 4 «i W 

— 8a 0 3 

- 72 V «i V V« , 

— 26 a 0 4 a 4 a 2 2 öt 3 rt 4 a 5 4 

+ 80 a 0 8 a 4 3 a 8 2 a A % 3 

— 36a 0 8 a 2 6 a 6 4 

+ 8 V fl i V V V 

— 160 öt 0 3 ö 1 8 a 3 a 4 4 a 2 

+ 288 a 0 8 a 2 5 a 3 a 4 « ;) 3 

+ 32 a 0 4 a 2 a* a 5 4 

+ 7 2a 0 3 Wa 5 

— 56 a 0 3 a 2 a A a 2 

— 1 1 6 a 0 4 a x a 2 a 3 2 a 4 2 a 6 3 

+ 84 a 0 8 a 1 2 a 2 3 a 4 % 4 

— 140 a 0 3 a 2 4 cr 3 3 a 5 8 

+ 180 « 0 4 a 4 a 2 a s cr 4 4 a 2 

— 104 a 0 3 ö^ 2 a 2 2 g 3 2 af 

— 480 a 0 8 a 2 4 « 3 2 a 2 a 2 

— 78 

— 1 60 a 0 8 a 1 2 a 2 2 « 8 tf 4 2 tf 5 3 

+ 420V <7 3 V «r, 

+ 24 a 0 4 a l a 3 4 a 4 # 5 3 

+ 60 a 0 3 a 4 2 a 2 2 a 4 4 a 2 

— 276ör 0 3 a 2 4 a 4 (i 

— 20 a 0 4 a x a 3 3 a 4 8 a 5 2 

+ 320 a 0 3 a 2 a 2 a 3 8 a 4 a 5 8 

+ 420 a 0 3 a 2 3 a 3 4 a 4 a ft 2 

— 44 « 0 4 a x a 3 2 a 4 5 

+ 80a 0 3 a 2 a 2 a 2 a 4 8 a 6 2 

— 1 1 20 a 0 3 a 2 3 a 3 3 a 4 3 a ß 

+ 34 ß 0 4 a 3 a 4 7 

— 496 a 0 3 a 1 2 a 2 a 3 a A a 5 

+ 1 1 1 2 a 0 8 a 2 3 a 3 2 a 4 5 

— 30« 0 4 a 2 4 a 4 a 5 4 

+ 252a 0 3 a 1 2 a 2 a 4 7 

— 144a 0 3 « 2 2 a s (i a 5 2 

+ 4a 0 4 V W 

— . 420 « 0 3 a 4 2 a 3 4 « 4 2 a 6 2 

+ 1620a 0 3 a 2 a 2 a b 

+ 240a 0 4 V a jW 

+ 860a 0 3 a 4 2 £/ 3 3 a 4 4 a- 

— 1620a 0 8 a 2 a 3 4 a 4 4 

-- 130a 0 4 « 2 3 a A a 2 

— 404 a* a 2 a s 2 a A 

— 864 a 0 3 a 2 a^ a A a b 
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y 

y 

y 

— 2a 0 6 a 2 a 3 *a* 

+ Sa 9 s a 1 , a a a a A a 6 4 ‘ 

— 40a 0 3 a 2 2 a 3 4 a 4 8 a b 

+ 4a 0 5 a 2 a 3 a 4 2 a 5 4 

— 8 afafafaf 

+ 376 a 2 a 2 a 2 a 2 

— 2a 0 6 a 2 aJ‘a b B 

+ 12a 0 8 a 1 2 a ï s œ 5 6 

— 3 6a 0 3 OgOg 6 a 4 2 a b 

+ 6a 0 5 a s 8 a 4 a 5 4 

— 1 1 6 a 2 a 2 2 a 2 2 a 3 a 4 a 5 4 

— 1 af 

— 16a 0 6 a 3 2 a 4 8 a 5 s 

+ 80a 0 3 a t 2 «g 2 a 2 a 2 

+ 36a 0 8 «g 7 a 4 8 

+ 14a 0 5 a s a 4 5 a 5 2 

+ 240 a 2 a 2 a 2 a 2 a b 

+ 6a 0 2 a 1 5 o 8 a 5 5 

— 4rt 0 5 a 4 7 a 6 

— 160 a^a x a 2 a b a^a b 

— 6a 0 2 a 1 5 a 4 2 a 5 4 

+ 2a 0 4 a 1 8 Og* «j 5 

— 120 a 0 3 a 2 2 a 2 a 3 a 4 4 a 6 2 

— 10a 0 2 a x 4 Og 2 ^ 6 

— 4a 0 4 a 1 2 a 8 a 4 2 a 5 4 

+ 76a 0 8 a 2 «ga 4 6 a b 

+ 180 a 0 V 4 4 «2 a 3 a 4 a 5 4 

+ 2a 0 4 a 1 2 « 4 4 a 5 8 

— 120a 0 8 a x 2 a 3 4 a±a b 2 

— 160 

+ 10 a^a x a 2 a z a^ 

— 80 a 2 a 2 a 9 2 a 2 « 5 2 

— 130a 0 2 «i 4 a 3 8 Og 4 

— 10 a 0 4 a x a 2 2 a 2 a b 

+ 368 a 0 2 a 2 a 2 a 4 5 a b 

+ 60 a 0 2 «j 4 «g 2 o 4 2 o 5 3 

— 26 a 0 4 a 2 a 2 a 2 a 4 a 5 4 

— lSOa/o^agö^ 7 

+ 60 a 0 2 a A 4 a 3 a 4 4 a 2 

+ 32 a 0 4 a 2 a 3 a 4 3 a b 

+ 24a 0 8 a x a 2 a±a b 

— 20a 0 2 6^ 8 a 2 3 a 4 a 5 4 

— 6 a 0 4 «g « 4 5 a 5 2 

— 160 a 2 a x a 2 2 a 2 a b 

— 280a 0 2 ô^ 8 a 2 2 a 2 a 5 4 

— 30 a 0 4 ^ a 3 4 a 5 4 

+ 320 a 0 2 a x a 2 a 3 a 4 2 a 2 

+ 80 a 0 2 a x 2 «g 2 a 3 a 4 2 a 5 3 

+ 84a 0 4 a x a 3 3 a 4 2 a 5 3 

— 280 a 0 2 a x a£ a 2 

+ 300 a 0 2 a x 2 Og 2 a 4 4 a 2 

— 50 a 0 4 a x a 3 2 a 4 4 a 2 

— 560 a 0 2 a x a 2 a 3 3 a±a 2 

+ 160 a 2 a 2 a^ a^a 2 

— 2 2a£ a x a b a 2 a b 

+ 1 280a 0 3 a x a 2 2 a 3 2 a 2 a b 

— 192 a 0 2 a x 2 a 2 a s a 4 5 a b 

+ lSa/fy a 4 8 

— 688 a 2 a x a 2 2 a s a 4 5 a b 

— 108 a^a^a^di 

— 6 a 0 4 V a 5 5 

+ 184a 0 3 a 1 o 2 2 a 4 7 

— b6a 2 a 2 

+ 32a 0 4 a 2 3 a 3 a 4 a 6 4 

+ 288 a 2 a x a 2 a b 

+ 940 a 2 a x 2 a 3 4 a 4 2 a 5 2 

— 8 a 0 4 «g 3 a 4 3 a 5 3 

— 240 a 0 2 a x a 2 a 3 4 a 2 a 5 2 

— 1580 a 2 a 2 a s 2 a£ a b 

+ 4a 0 4 a 2 2 a s 8 a 5 4 

— 480 a 0 2 a x a 2 a 2 a± a b 

+ 756a 0 2 a 1 8 a 3 2 a 4 6 

— 104 a 0 4 a 2 2 a 3 2 a 4 2 a 5 3 

+ 264 a 0 2 a x a 2 a b a 2 

+ 360 a 2 a 2 a 2 4 a 3 a 5 4 

+ 90 a 0 4 a 2 a 3 a 4 4 a 5 2 

— 144 a 2 a x a 4 a 5 2 

— 420 a 0 2 a 2 a 2 a 2 a b 2 

— 26 a 0 4 a 2 2 a/ a 5 

+ 336 a 2 a x a 3 5 a 2 a b 

+ 1440a 0 2 a 1 2 ag 3 a 8 *a 4 a 3 8 

+ 96 a 0 4 a 2 a 3 4 a 4 « 5 8 

— 144a 0 8 a 1 o 3 4 a 4 5 

— 2160a 0 2 a 1 2 a 2 8 a 3 a 4 3 a 5 2 

— 160a 0 4 a^ 3 a 2 a 5 2 

+ 24« 0 3 a 2 5 a 3 a 5 4 

+ 948 a 2 a 2 a 2 8 a 4 5 a b 

+ 124a 0 4 a 2 a 3 2 a 4 5 a 5 

— 72a 0 8 a 2 5 a 2 a b 

— 480a 0 2 a x 2 Og 2 a 3 4 a 5 8 

— 36 

+ 280ßö 3 a 2 a 2 a 4 a 6 3 

— 1320a 0 2 % 2 a 2 2 a 3 3 a 4 2 a 5 2 

— 36 a 0 4 a 8 6 a 5 3 

— 440 a 0 2 a 2 a s a 2 a b 

+ 2040a 0 2 a 2 a^a b 2 a£ a b 

+ 72a 0 4 a s 5 a 4 2 a 5 2 

+ 400 a 0 8 a, 4 a 4 5 a 5 

— 732a 0 2 % 2 a 2 2 a 3 a 4 6 

— 60a 0 4 a 3 4 a 4 4 a 5 

— 140a 0 3 a 2 a 3 4 a 2 

— 768a 0 2 % 2 a 2 a 3 5 a 4 a 5 2 

+ 18a 0 4 a 3 3 a 4 6 

+ 40a 0 8 a 2 s o 8 2 a 4 4 a 5 

+ 2640 a 2 a 2 Og a 3 4 a 2 a b 

— 16a 0 s «i 8 «ä«s a 5 5 

— 368 a 0 s 

— 1440a 0 2 a 4 2 a 2 a 3 3 a 4 6 

+ 16a 0 3 a 2 a 4 2 a b 

+ 108 a 0 2 a 2 Og 5 a^a 2 

+ 504 a 0 2 »i 2 a 3 7 a ß 2 
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Anhang. 


y 


— 1296 » 0 2 a l 2 » 3 6 » 4 2 » 5 
+ 648» 0 2 »! 2 » 3 5 » 4 4 

— 108 » o 2 »^ 6 ».^ 4 

— 1296 » 0 2 » i » 2 5 » 3» 4 » 5 3 
+ 2344 » 0 2 »! » 2 5 a * a h 1 
+ 420 » 0 2 » i » 2 4 » 3 3 » 5 3 

+ 600 » 0 2 ^ » 2 4 » 3 2 a 4 2 » 5 2 

— 3420 » 0 2 »! » 2 4 a 3 » 4 4 » 5 

— 1172» 0 2 »!» 2 4 » 4 6 

+ 900 » 0 2 »! » 2 3 » 3 4 »4 » 5 2 

— 1280» o 2 »!» 2 3 » 3 3 » 4 3 » 5 
+ 6360 » 0 2 »! » 2 3 » 3 2 » 4 5 

— 576 » 0 2 »! » 2 » 3 7 » 4 »5 

+ 1668 » 0 2 »J » 2 2 » g 5 » 4 2 »5 

— 6420 » 0 2 »! » 2 2 » 3 4 » 4 4 

— 576 » 0 2 »! » 2 2 » 3 6 » 6 2 
+ 2988 » 0 2 »j »g » 3 6 » 4 3 
+ 162» 0 2 »!» 3 9 » 5 

— 594 » 0 2 »!» s 8 » 4 2 
+ 432 » 0 2 » 2 7 » 4 » 5 3 

— 144 » 0 2 » 2 6 » 3 2 » 5 3 

— 1656» 0 2 » 2 6 » 3 » 4 2 » 5 2 

— 1516» 0 2 » 2 6 a 4 4 »5 
+ 912 » 0 2 » 2 5 » 3 3 » 4 » 5 2 
+ 7312» 0 2 » 2 5 » g 2 » 4 3 » ö 
+ 2344 » 0 2 » 2 5 » 3 » 4 5 

— 124 » 0 2 » 2 4 » 3 5 » 5 2 

— 8020 » 0 2 » 2 4 » 3 4 » 4 2 » 5 

— 10100 » 0 2 ßg 4 » 3 3 » 4 4 

+ 3792 » 0 2 a 2 » 3 6 » 4 » ß 
+ 14688 » 0 2 » 2 3 » 3 5 » 4 3 

— 702» 0 2 » 2 2 » 8 8 »5 

— 10296» 0 2 » g 2 » 3 7 » 4 2 
+ 3564 » 0 2 » 2 » 3 9 » 4 

— 486 » 0 2 » g 11 
+ 6» 0 » i 6 » 2 » 6 5 

— 78 » 0 » 1 6 a 3 » 4 » 5 4 


y 


+ 72» 0 »! 6 » 4 3 » 5 3 

— 44 » 0 »! 5 » 2 2 » 4 » 5 4 
+ 332 » 0 »! 5 » 2 » 3 2 » 5 4 

— 496 » 0 », 5 » 2 » 3 » 4 2 » 5 3 

+ 2 16 » 0 » i 6 » 2 » 4 4 » ß 2 

+ 304 » 0 »! 5 » 3 3 » 4 » 5 3 

— 312 » 0 »! 5 » 3 2 » 4 3 » 5 2 

— 320 » 0 »! 4 » 2 3 » 3 » ß 4 

+ 860 » 0 » i 4 » 2 3 a 4 2 » 5 3 

— 960 » 0 »! 4 »/ « 3 2 » 4 « 5 3 

+ 1740 » 0 » i 4 » 2 2 » 3 a 4 3 » ß 2 

— 2160» 0 »! 4 a ./ » 4 5 » 5 

+ 420 » 0 »! 4 » 2 » 3 4 » 5 3 

— 2640 » 0 »! 4 » 2 » 3 3 » 4 2 » ß 2 
+ 2910 » 0 » i 4 » 2 » 3 2 » 4 4 » 5 
+ 540 » 0 »! 4 » 2 » 3 » 4 6 

— 700» 0 »! 4 » 3 5 » 4 » 5 2 
+ 1840» 0 »! 4 » 3 4 » 4 3 »5 

— 1530 » 0 », 4 » 3 3 » 4 5 
+ 96 » 0 » 1 3 » 2 5 » 5 4 

+ 80» 0 »! 3 » 2 4 » 3 » 4 » ß 3 

— 3240 »0 »! 3 » 2 4 » 4 3 » 5 2 

— 1120 » 0 »! 3 » 2 3 » 3 3 » ß 3 

+ 3360 » 0 »! 3 » 2 3 » 3 2 » 4 2 » ß 2 
+ 4800 » 0 »! 3 » 2 3 » 3 » 4 4 »5 
+ 2520 » 0 »! 3 » 2 3 » 4 ‘ 5 

+ 8160 » 0 »! 3 » 2 2 » 3 4 » 4 » ß 2 

— 13360 » 0 »! 3 » 2 2 » 3 3 » 4 3 »5 

— 6000 » 0 »! 3 » 2 2 » 8 2 » 4 5 

— 2288 » 0 »! 3 » 2 » 3 6 » 5 2 

— 1312 » 0 »! 3 » 2 » 3 5 » 4 2 » 5 

+ 9360 » 0 »! 3 »2 « 3 4 » 4 4 
+ 1824 » 0 » i 3 » 3 7 » 4 » 5 

— 2880 » o »! 3 » 3 6 » 4 3 

— 72 » 0 » i 2 » 2 6 » 4 » 5 3 

+ 1620 » 0 « i 2 » 2 5 » 3 2 » 5 3 

+ 3408 » o »! 2 » 2 5 » 3» 4 2 » 5 2 


y 


+ 2156 » 0 »! 2 » 2 5 » 4 4 »5 
— 15060 » 0 » 1 2 » 2 4 » 3 3 »4 »5 2 

— 2360 » 0 » i 2 » 2 4 » 3 2 » 4 3 »5 

— 9260» 0 »! 2 » 2 4 » 3 » 4 6 

+ 4336 » 0 »! 2 » g 3 ^ 3 5 a h 

+15220» 0 »i 2 »2 3 »3 4 »4 2 «5 
+ 19920» 0 »i 2 »2 3 »3 3 »4 4 

— 5808 » 0 »! 2 » 2 2 » 3 6 » 4 »ß 

— 22740» 0 »! 2 » 2 2 » 3 5 » 4 3 

— 90 » 0 » i 2 »2 » 3 ® » 5 

+ 1080 » o »! 2 » 2 » 3 7 » 4 2 

— 864 » 0 »!» 2 7 » 3 » 5 3 

— 1008 » 0 »!» 2 7 » 4 2 » 5 2 
+ 6624 » 0 »!» 2 6 a 3 2 » 4» 5 2 

— 5344 » 0 »! » 2 6 »3 » 4 3 «ß 
+ 1720 » 0 »!» 2 6 » 4 5 

— 1912 » 0 »!» 2 5 » 3 4 » ß 2 
+ 3712 » 0 »!» 2 5 » 3 8 » 4 2 » 5 
+ 4920 » 0 »!» 2 5 » 3 2 » 4 4 

— 4768 » 0 »!» 2 4 » 3 5 » 4»5 

— 1 6520 » 0 »! » 2 4 » 3 4 » 4 3 " 
+ 1920 » 0 »!» 2 3 » 3 7 » 5 

+ 1 9440 » 0 »i » 2 3 » g 6 » 4 2 

— 9540 » 0 »! » 2 2 » 3 8 »4 
+ 1620 » 0 »!» 2» 3 10 

+ 162» 0 »2 9 » 5 3 

— 918 » 0 » 2 8 » 3 » 4 » ß 2 
+ 1956 » 0 » 2 8 » 4 3 »ß 
+ 240 » 0 » 2 7 » 3 3 » ß 2 

— 2952 » 0 » 2 7 » 3 2 » 4 2 » 5 

— 3440» 0 » 2 7 » 8 » 4 4 

+ 2608 » 0 » 2 6 » 3 4 » 4 »ß 

+ 87 60 » 0 » 2 6 » 3 3 » 4 3 

— 796» 0 »2 ö »3 6 ö 5 

— 9160 » 0 » 2 5 » 3 5 » 4 2 
+ 4260 » 0 » 2 4 » 3 7 »4 

— 720 » 0 » 2 3 » 3 9 
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y 


— 13500^/ o/ a 4 

— 2a/a/ 

+ 34a 1 7 a 2 a 4 a 5 4 

— 54a/a/a 5 4 

+ 252a/a 3 a 4 2 a/ 

— 216a/a 4 4 a/ 
-f38a/a/a 3 a 5 4 

— 404a/ a/ a/ a 8 

— 376a/a 2 a/a 4 a 5 8 

— 216 a/ o^a/ a 5 2 
+ 1080a/ a 2 a 4 5 a 5 

— 276a 1 6 a 3 4 a 5 3 

+ 908 a/ a 3 3 a 4 2 a 6 2 

— 810a 1 6 a 3 2 a 4 4 a 5 

— 12a/ a 2 4 a 6 4 

4- 832 a/ a 2 3 a 3 a 4 a 5 3 
+ 1244a! 6 a/ a 4 3 a 5 2 
+ 1 1 12 a/ a 2 2 a 3 3 a 6 3 

— 1 68 a/ a 2 2 a 3 2 a 4 2 a 5 2 

— 3510a! 5 a 2 2 a 3 a 4 4 a 5 

— 1350a! 5 a 4 6 

— 2148a/ Oga 3 4 a 4 a 5 2 
+ 3200a! 5 Og a 3 3 a 4 8 a 5 
+ 1350a! 5 a 2 a 3 2 a 4 5 
+ 1172ai 5 a/a 5 2 

— 2060a! 5 a 3 5 a 4 2 a 5 
+ 450a! 5 a 3 4 a 4 4 

— 240a/a 2 5 a 4 a 5 3 


y 


— 1620a! 4 a/ a/ a 5 8 

— 3480 a x 4 a 2 4 a 3 a 4 2 a 6 2 

— 430 a/ a 2 4 a 4 4 a 6 

+ 2800a/ a/ a/ a 4 a 5 2 
+ 3840 a/ a/ a 3 2 a 4 3 a 5 
+ 7200a/ a/a 3 a 4 5 

— 2540a/ a/ a 3 5 a 5 2 
4- 1 180 O! 4 a 2 2 a 3 4 a 4 2 a 5 

— 10300a/ a 2 2 a/ a 4 4 
+ 3240a/ Oa a/ a 4 a 5 
4- 600a! 4 a 2 03 5 a 4 3 

— 1290a/ a 3 8 a 6 
4-900a/a/a 4 2 
4-876a/a/a 3 a/ 

+ 1224a! 8 a 2 6 a 4 2 a 5 2 
+ 2052 a! 8 a 2 5 a 3 2 a 4 a 5 2 
+ 2800a/ a 2 5 a 3 a 4 8 a 5 
-1900a/a 2 5 a 4 5 

+ 2100a/ a 2 4 a 3 4 a 5 2 

— 8540 a/ a 2 4 a/ a 4 2 a 5 

— 10100 a/ a 2 4 a 3 2 a 4 4 

— 6240 a! 8 a 2 8 a 3 5 a 4 a 5 
+ 23300a! 3 a 2 3 a 3 4 a 4 8 
+ 3640a/ a 2 2 a 3 7 a 5 

— 8800a! 8 a/ a/ a 4 2 

— 750a/a 2 a 3 8 a 4 
+ 450a! 3 a 3 10 

— 162 a/ a/a/ 


y 


— 2304a/ a/ Oga 4 a/ 

— 1680a 1 2 a 2 7 a l 3 a ß 

— 1 560 a/ a 2 6 a 3 3 a 6 2 
4- 7100ai 2 Og 8 a 3 a 4 4 

+ 12440a! 2 a 2 ö a 3 4 a 4 a 5 

— 5200a/ a/ a/ a 4 3 

— 5340a/ a/ a 3 6 a 5 

— 1 1900 a/ a 2 4 a 3 5 a 4 2 
4- 10800a! 2 a 2 8 a s 7 a 4 

— 2250a/ a/ a/ 

+ 486a!a/a 4 a/ 

+ 810a!a/a/a 5 2 
+ 3330a! a/ a 3 a 4 2 a 5 

— 750a! a/a 4 4 

— 8160a!a 2 7 a/a 4 a 5 

— 5400 a t Og 7 a 3 2 a/ 

4- 3100a! a 2 6 a/a 5 
4- 13900aiOg 6 a 8 4 a 4 2 

— 9100aia 2 5 a/a 4 
4- 1800a!a 2 4 a/ 

— 162a 2 10 a 3 a/ 

— 810a 2 10 a 4 2 a 5 

+ 1620og 9 a 3 2 a 4 a 5 
+ 1500a/ a 3 a 4 3 

— 600a 2 8 a 3 4 a 5 

— 3150a/ a/a 4 2 
+ 2000a/ a/ a 4 

— 400 a/ a 3 7 


Nr. 23. 

9>o, i8 = «Tis = kubische Invariante von 9)4,6 oder [9)2,3 , 9>i,5 2 ] 

oder Resultante von /* und j. 

Siehe die Tabelle pag. 320. 




23 * 





Y. 

Die Systeme simultaner Kovarianten 

der 

Formen erster, zweiter, dritter und vierter Ordnung. 

(In der Reihenfolge der Tabellen pag. 208, 209, 210.) 


I. Simultane Kovarianten zweier Formen erster Ordnung: 

q> = a 0 x + «jÿ, 

+ y. 

1 . a 0 b j ^i&o - 

2. tp. 

3. 1>. 

H. Simultane Kovarianten zweier Formen zweiter Ordnung: 

<p = a„x* + 2a 1 xy + a t y*, 

= \x* + 2\ xy + & 2 y 2 . 

1. D= 1 ï('P>'P) î = =a o a î-a 1 i . 

2 . ^ — = — b^. 

3. 0 — J-(ç },t) i ~a 0 b i — 2a 1 b 1 + a s b 0 . 

4. tp. 

5. i>. 

6. fr = \ (tp, i>) = (o 0 Oj&o) x* 4- («0 h ~<h\ ) x ü + («A - «s &i) ÿ* — 

_ «o^ + ^iÿ 6 0 « + 6iÿ 

«1^ + 0^ 

m. Simultane Kovarianten zweier Formen dritter Ordnung: 

[Dabei ist zur Abkürzung Oib k — akbi= (ik) gesetzt.] 

<p = a^ + Sa^y + 3 0 * 0 ^*+ a z y\ 

1> *= b 0 a ? + 3^ x*y + 36 g xy* + 6 8 y*. 

Nr. 1. 

R = Diskriminante von q> = (c^Og — a x Oj)* — 4 (a 0 Oj — «A (a x a 8 — Oj*). 

e 

Nr. 2. 

P = Diskriminante von ^ = (6 0 6 8 — 6A)* — 4(b 0 b a — 6 t *) (&A — 6,*). 
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Anhang. 

Nr. 3. 

à(<Pi ,^) 3 = «A —3 («A — Oj&j) — Oj6 0 = (03) — 3 (12). 
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Nr. 4. 

0(E) = 2(a 0 O2 — («i&g — 2a 2 & 2 + c^) + 2(a 1 a 3 — a 2 2 ) . 

. 2 "I" Ö&2 6o) (®o®5 ^2) (^0^8 ^2 ~h ^3 ^o)* 

* 

Nr. 5. 

i (4 V) 2 = 2 (a««!* - a x 2 ) (6 X 6 8 — b*) + 2 (& 0 &3 - ft x 2 ) (ajOg- a* 2 ) - 

— («o«j — °i«ï) (Ms - 6 A) x *0 2 (.R)+i { (03)— 3(12) } *. 

Nr. 6. 

— n Ö 8 (R) = 2 (&A - V) Ms ~ 2 M2 + a 8 & x ) + 2 (6 X fc 8 - hfl . 

• (^0^2 2a x & x + (ïj& 0 ) (6 0 ^3 ^1^2) (^o^s ^1^*2 ”1” ^3 ^o)* 

Nr. 7. 

— 12. Kubische Invariante von (g>, V') — x8 { (03) — 3(12)}*= 

= 3 (12)*+ (03)* (12) + 3 (01) (13) 2 + 3 (02) 2 (23) - 2 (01) (23) (03) - 
- 6 (01) (23) (12) - (02) (13) (03) - 3 (02) (13) (12). 

Nr. 8. 

n (4 t) 2 - 

“ { °s (1®) + (02) + (21) } x + { a 0 (23) + (31) + Og (12) } y. 

Nr. 9. 

ö (V> 9>) 2 - 

= { b 8 (01) + b, (12) + b % (20) }x + {i 0 (32) + b, (21) + b x (13) } y. 

Nr. 10. 

à 04 K) 8 - 

(«o a 2 - V) (- hh h + 2 V b s - 6 X 6**) j 

— 1 (ûÿ^j ^2) (boh 6j 2 fc^Jj 2 + 6 X 2 & x > + 

+ («1«S — «2 2 )(V 6 8— 3 MA+ 2 V I 

(« 0 «2 — «l 2 ) (- fyA 2 + 3 Ms 6 S — 2 V) | 

+ 1 — (a 0 «s — «i «2) (— fy>Ms + 2 V fe * — &i V) I y- 
+ («1 «S — V) (V&2 + VA “ 2 fe 0 6 2 2 ) I 



358 


Anhang. 


(&0^2 
(Po^s 
+ (PiK 

(M* 

+ { — (6 0 6g 

+ (h h 


I 


Nr. 11. 
h(V, <?)*• 

6,*) (— «o«*«8 + 2 «,* o, — «, a,*) 

6, 6g) (« 0 % o, — 2 a,«,* + «,* a,) 1 x + 

V) («oX - 3 ö o a i a 2 + 2 a, s ) 

6,*) (— «o «s* + 3 <h <h ®s — 2 V) 

Ms) (— « 0 « 2 «S + 2 V o, — «,«,*) } y. 

6g*) («,* o, + « 0 a, o, — 2 a 0 o,* 

Nr. 12. 
f*0, V 2 ) 3 - 


} 




+ 


+ 


a 0 (6 0 6 s -6 1 6g) (6,6,-6g*)-o, [(6 0 6,+6,6g)*+2(6 0 6g-6,*) (6, 6,-6,*)] + 

+ 3 a, (6 0 6g - 6,*) (6 0 6, - 6,6,) - 2a, (6 0 6, - 6,*)* 

1 2 «0(6,6, — 6g*) 2 — 3 a, (6 0 6 s — 6, 6 S ) (6, 6, - 6,*) + 1 

1+ ^[(&o&s-M2) 2 + 2 (&<A-V) (6, 6g - 62*)] - a 3 (6 0 62 - 6,*) (6 0 6g-6,6g) | 

Nr. 13. 

£(*, ^) 8 - 

I *>o («0 «*“ «1«2) («i«g- «2 8 ) - h [(«0 « 8 - «l «*) 2 +2 (a 0 «g— V) («,03- «2 S )]L , 

\ + 36 g(Oo 08 -«i*) (a 0 «3- «1«2) ~ 2 & 3 («o a 2 ~ «I 2 ) 2 J 

2 6 0 (a, Og- Og*) 2 - 3 6, (a 0 a,) (a, a 3 -a,*) + 

+ 6g[(a 0 O3-a,ag)*-f 2(a 0 ag-a,*)(a,«g-a 2 *)]-63(a 0 ag-ai*)(a 0 a 3 -ai«g) 


I 


)*■ 


Nr. 14 

Die reducieble- Form [Ç, V 2 ]- (Vergl. pag. 209.) 

Nr. 15. 

Die reducieble Form [K, d*]. (Vergl. pag. 209.) 


Nr. 16. 

z/ = Hessesche Form von 9 . 

(a 0 «g — «,*)æ* + (a 0 o, — a^a^xy + («,«, — a,*)y*. 

Nr. 17. 

V = Hessesche Form von 

( 6 0 feg - 6 ,*)x* + ( 6 0 6 g — 6 , 6 g)xy + ( 6 , 6 , - 6 ,*)y*. 

Nr. 18. 

- ff =à(9, ^) 2 - 

(« 0 6 , — 2 0 , 6 , + a, 6 0 )aj* + (« 0 6 , — «, 6 , — a, 6 , + a 3 b 0 )xy -f 

+ («, 6 g — 20 , 6 , + ag 6 ,)y*. 


1 

2 


2 xy 

y * 

+ a Q<hW 

+ ao«sMs 


- «o a sV 

- o,* 6 X 6 3 

ötj fl 5 g &i Jj 

+ V v 

+ 0,0363* 

^ 1^3 &0 ^2 

«i (Z 3 & 0 fe 3 

+ «^36,* 

H - ^3 ^1 ^2 

+ ^2 ^ ^0^2 

+03*6363 

- V V 

®2* ^2 


Nr. 20. 


iK B). 

% 


x* 

2xy 

y * 

"t" fl 0 2 ö 2 ^3 

+ 030,0363 

+ O 0 Og* 63 

-o 0 *o 8 6 2 

Öq flfj Ög ftg 

- 203030363 

— « 0 V &s 

^0^2 2 ^2 

+ 0303*63 

+ 2 o 0 o, o s 6, 

+ 0303036, 

— «1*0363 

— 0303*63 

-03*63 

+ 03*036, 

+ V 6 a 

+ 203*0363 • 

+ 0303*63 

— 03*0363 

+ 03*0363 

^1 ^ 3 2 60 

-03*0,63 

— 2a 1 a 2 2 b l 

— a,* 63 

+ 0303*63 

03O3O363 

+ Vfy> 

+ < h \ 











. 21. 

H). 


-a 0 h b sh 
- 2o 1 6 i y 

+ «lV 6 S 

+ a t b 0 6 a b 3 
+ 20*6^^* 
' &2 b o b 2^ 

^2 b 0 b l b i 

~ «A® 

"I" &s b 0 b l b 2 



Nr. 22. 
Die Form <p. 


Nr. 23. 
Die Form if). 


. Nr. 24. 

J )- 



+ %K ^3 

-a AK 

-«A 3 

+«iï ô V 

+ aAK 

"f ^3 
2flg&o^2 ^8 
#3 fej 2 63 

+ «s 6 0 V 




- a 0 a/ 

+ 3a 1 a 2 a s 

— 2o2 8 












Illll 


+ &o* ^3 

+ 2V 


= Ut,V). 


X 3 

x i y 

xy 2 

f 


+ 3 b 0 b l 6 ; 

- 66 0 V 

+ 36j*6 2 


3O 0 Vgvrg 


+ 3t»! o 2 6, 


Nr. 

10 


X 3 

x?y 

xf 

f 

+ a 0 b 0 b z 

+ 2a 0 fe!6 8 

+ 4o 1 6 1 6 8 

+ 2 a 2 &i 6 3 

a 0 \ ^2 

- 2«o V 

-4ajV 

— 2a 2 V 

%Cl-yb q&2 

+ a ifyA 

ö 2 »0 ^3 

-a s b 0 b s 

+ 2»!?»!* 

®1 ^1 ^2 

+ 

-}- ög &2 


4a 2 6 0 6 2 

2a$b 0 b 2 



+ 4a 2 V 

+ 2a s V 



Nr. 27. 
IO i ^)' 


# 3 

x 2 y 

xy 2 

/ 


Nr. 28. 

10» V»)' 

(01) ir 4 + 2(02 )a?y + [(03) + 3(12)]a» 2 ÿ 2 + 2(13)a»/ + (23)/. 
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Anhang. 


IV. Die irreduciebeln simultanen Invarianten und Kovarianten 

zweier Formen vierter Ordnung: 

Nr. 1. 

Jg = J % (tp) = ,^g(<p, <pY = a 0 a t - 4^03 + 3 a a \ 


Nr. 2 . 

J*g = Jg (^) = ï^gO, Vr) 4 = 6 0 6 4 - 46j6, + 36g*. 


Nr. 3 . 


^3 ^3 O?) 1728 OP 7 


% öj 


«1 

«2 


= a 0 Ö 5 ja 4 + 2 a 1 a % a z — (% 


a 


2 


Ö 3 

<x 8 a 4 
9 


a 0 « 8 


2 


V « 4 


Nr. 4 . 


A = (♦) “ ik(^> ^) 4 = 


6 0 64 fr 

61 6 g 6 . 

60 ft« 6 


2 


3 


— KKK + 2646,6, — W — KW — W b 4 


Nr. 5 . 

^) 4 - 

a o a iW>i + 2 a 0 a i b l b 3 — 3 o 0 o 4 6 g* — 603036464 + 

« 

+ 6a 0 a 3 & 2 &3 + 6a 0 o 2 ^2^4 ~~ ^ a o a i\ 2 ~ 6«i 2 ^4 + ® a i 2 V + 
+ ßa 1 a 2 b 1 & 4 — Qa x a 2 b 2 \ + 2a 1 a 3 fc 0 6 4 + 4a 1 a 3 6 1 fe 3 — 

— Qa x a s b 2 2 — Qa^b^b^ -f — 3 a 2 b 0 b± — 

— 6aJ b t bo + 9a» 2 bJ -f Qa«aJ>J)„ — Qa 2 aJ> x b 2 + 

+ 6a 2 a 4 fe 0 fe 2 - 6a 2 aA 2 - 6a 3 2 b 0 b 2 + 6 a 3 2 b 2 . 


Nr. 6. 

5^(9. ^) 4 = « o 6 4 - 4 0,63 + 6 og6g — 40364 + o 4 6 0 . 


Nr. 7 . 

676 C^> ^) 4 ' 


«0«A — 2 a 0 a »K + °O a A — «l* K + 2040g6g + 20i0g6g 

— 2040464 — 30 g* 6g + 2030,64 + «*«4^0 — «8* V 




xy 


xy 

r 

2<*ob t b t 

+ 2a i b t b i 

2a 0 V 


2o 1 6 1 6 4 

— 3a a i> 1 6 4 • 

2o 1 6 g 6 g 

4* ^a i b i b s 

2« 3 Ms 

+ «S&(A 

2a s b 

+ 2a s & 1 6 8 

2aJ) 0 b 3 

— 3a g 6 a * 

2 a 4 V 

~ «4 Ms 

+ MA 














X* 

“i“ 2 Öq Öj ^4 
- 2 

+ 2a 0 a 3 b 0 6 2 

-2a 0 o 3 V 

®0®S^(A 

-2a 0 a 3 \b 3 

+ 3a 0 a s 6 2 * 

+ « 0 a 4 6 u 6 S 

-«o a A 6 2 

— 2a^b 1 b i 

+ 2a 1 2 b i b 3 
+ a 1 a i b 0 b i 
+ 2a l a % b l b 3 

— 30j 0 2 6 2 * 

-f- 2a 1 o 3 5 0 6 8 
-2o 1 « s 6 1 fe 2 

— 2a 1 a 4 fc 0 & 2 
+ 2 

-3a a *b 0 b 3 

+ 3 o 2 * 6 t 6 2 


xy 

+ 4o 0 Og6 2 6 4 
-4 a 0 «ïV 

-2« 0 a s &A 

+ 2o 0 o,6 2 & s 

— 4a 1 2 6 2 6 4 

+ 4VV 

4- 2a t a i b l b i 
2 @2 6 2 b 3 

+ 20^4^63 

2 a^ct^b^ b 3 
~2 a % a 3 \b 3 
+ 2a 2 a s 6 1 5 2 
-4o 2 o 4 6 0 6 2 
+ 4a 2 o 4 64* 
■+■ 4o 8 * 6 0 6 2 
-4a ä *V 


+ 2« 0 a 3 6 2 6 4 

- 2a 0 « s V 

- «0«4 6 1 6 4 

+ o 0 a 4 6 2 &j 

.2 04 6 4 

+ 2040,63* 

- 2a 1 a 3 b 1 b i 
+ 2a t a 3 b 3 b 3 
+ a l a i b 0 b i 
+ 2a l a i b 1 b 3 

3aj0 4 6 2 * 
+ 3o 2 *& 1 6 4 
-3o,*6,6 s 

®2®S^0^4 

-2^036463 

+ 3o,o s 6 2 * 

-2o,o 4 6 0 6j 

+ 2 0,0^ 6 2 

+ 2a 8 2 6 0 6g 

-203*646, 










xy 


æ* 


y 


s 


+ 3 09*096*64 
3 flj® Sj 

— «O 8 «4 &1 &4 
+ « 0 2 «4 6 2 & ï 

+ 909040*69* 

— 2o 0 a 1 a g 6 1 & 4 

+ 2a 0 a 1 a g Jg6j 
+ « 0 <*x«4?>o^4 

+ 2a 0 a 1 a 4 6 1 6 g 

— 3o 0 a 1 o 4 6 î * 
+ 9o 0 o s *6 1 6 4 

- 900 «** Ms 
-3 o 0 « 2 a g 6 0 6 4 

6®oOjäjiiij 

+ 9o 0 a 2 o 8 6** 

°0 °4 ^0 ^2 

+ « 0 «s a 4 fc l 2 

+ 3o 0 a g * 6 0 6 g 

— 3a n aJb., 6, 
+ 604*6*64 
-6^*6/ 

— 604*0*6464 

+ 604*0*6*69 

+ 2o 1 *o g 6 0 Ô4 
+ 4o 1 *o„6, 6, 

— 604*0262* 
- 3 a 4 *o 4 6 0 6 g 
+ 304*046462 
+ 3a l a î a i b 0 ô 2 

— 304020464* 
-2o4O g *6 0 6 8 

+ 2oiO g *6j* 


+ 00*046264 

— «o* Ms 2 

+ 2 o 0 04026264 

— 20004096s* 

— 40004046464 
+ 40004046*69 
+ 120902096464 

— 12oo020 g 6g6 8 

— 9 0902*6964 

+ 9 o 0 Og* 69* 

3 o 0 o g * 6964 

6 O9O9* 6j 69 
+ 9oqOs* 6g* 

+ 40909046969 
409O9O46462 
O0O4* 696g 
+ 0904*64* 

+ 604*096964 

— 604*0*69* 

— 804*096464 
+ 804* 096*69 
+ 304*046964 
+ 604*046469 

— 904*046** 

— 12040*046969 
+ 12040*046462 
+ 80409*6969 
80409*646* 
204O9O46962 
+ 2040,0464* 

+ 90**046969 

— 90**0464* 

60*09* M* 

+ 60*09*64* 


+0904046*64 

— O9O1O469* 
309O2O96264 

+3090*0969* 
+ 309O9* 6464 

3 O9O9* 6* 69 

— 0909046964 
2 O9O9O464 69 

+ 3O9O9O462* 
+ O0O4* 6969 

® 0 ® 4 * M, 

+ 204*096*64 

— 2o 1 *o 3 6 3 * 

— 304*046464 
+ 304*046*69 
+ 3040*046964 
+ 6 O4 o* O464 69 

— 90iO*o 4 6** 
-20409*6964 
-40409*6469 
+ 60409*6** 

+ 2O4O9O46969 

— 2040904646* 
-30404*696* 
+ 3040**64* 

9 o** O46969 
+ 90**04646* 

+ 60*09*6969 

— 60*09*646* 
+ 90*0904696* 

— 90*090464* 
6o g ® 696* 

+ 609 8 64* 
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Nr. 14. 

5»ko 4 =i 


3 ? 

xy 

y 2 


& g &% 6q & 4 ^ 

— 3^026^/ 

+ 3 a 0 a 2 & 1 b 2 ö 4 

2 dg dÿ 6g 6 4 

+ 9 o 0 o 2 6 2 i> 3 & 4 

— 2a 0 o 2 h 1 & 8 2 

+ 9 o 0 fl 2 6 2 2 h 4 , 

- 6090363* 

+ 3 a 0 « 3 6 o fc 3 2 

— 6a 0 a 2 & 2 & 3 2 

+ «o« 3 6 oV 

— 3 < 7 ^^ 2 & 4 

+ 4a o«8 b n b s b 4 

+ 209O3&463&4 

-f- $Q (l 4 6 q & 4 

— 12a 0 a 3 6 1 6 2 6 4 

9 ^4 

— 3 a 0 a 4 6 0 6 2 6 8 

+ 8a 0 a 3 6 1 6 3 2 

+ 6 o 0 aj6 2 6 3 2 

+ 2a 0 a 4 & 1 2 & 3 

- 3 a 0 a 4 h 0 V 

a 0 a 4 6 0 6 g 6 4 

+ V fc oV ; 4 

+ 3 a 0 a 4 i>! 2 6 4 

+ 3 o # o 4 64 63 6 4 

— 304*646364 

+ a 1 s b 0 bj 

— 2o 0 o 4 6 1 63 2 

+ 2a 1 2 6 1 V 

— 9 a 1 2 6 2 2 6 4 

+ 3 o 1 2 6 1 & 4 2 

— 3 a x a 2 6 0 & 3 2 

+ 604*6363* 

9 «j 2 6 2 6 g 6 4 

+ 3 a 1 a 2 6 1 2 6 4 

+ 2a 1 2 & 1 & 3 6 4 

+604*63» 

+ 2a 1 a 3 6 0 & 1 6 4 

4 ft 1 ß 2 6 0 6 g 6 4 

^2 ^4^ 

— 

+ 12aj 03646364 

2 ßjL ß 2 6^ 6g 6 4 

+ 4 a 1 «g 6 1 2 & 3 

— 804 «g 6g 2 

+9040363*64 

— 2 a 1 a i b 0 b 1 b s 

-604036963* 

— 604036363* 

— rt 1 a 4 ü>o 2 6 4 

+ 6o 1 a 3 6 1 2 6 4 

— 2oi 03696364 

+ 9 a 1 ffl 4 6 0 fe 2 2 • 

— 4 a 1 a 4 6 0 fc 1 & 4 

+ 60403646364 

— 6040464*63 

+ 12a 1 a 4 6 0 6 2 6 s 

— 4 04036463* 

-$ a * b 0 \\ 

— 8 d l d 4 b l 2 6g 

+ 304046963* 

+ 9 o 2 2 & 0 & 2 & 3 

+ 9 03*6963* 

— 3040464*64 

— tiWbg 

— 9 a 2 2 6 x 2 & 4 

+ 303*696364 

+ 2a 2 o 3 fc 0 6 1 63 

+ 4 a 2 a 3 l» 0 6 1 b 4 

— 903*646364 

+ «ï« 3 V 6 4 

— 12a 2 a 3 & 0 & 2 & 3 

+ 603*6463* 

— 9 a 2 a 3 b 0 & 2 2 

+ 8030364*63 

— 303036963* 

+ 6a 2 a 3 & 1 2 ö 2 

+ o 2 a 4 h 0 2 6 4 

+ 3030364*64 

— 9 a 2 a 4 h 0 fci& 2 

+ 2o 2 a 4 & 0 6 1 & 3 

— 30304696363 

+ 3a 2 a 4 6 0 2 b 3 

— 9 a 2 a 4 6 0 & 2 * 

+ O3O4&96464 

+ 6a 2 a 4 & 1 s 

+ 6/» 2 a 4 & 1 2 6 2 

+ 2030464*63 

+ 9 a 3 2 ft 0 6 1 & 2 

~ «8 2 V &4 

+ 303*696363 

- 3 a s 2 V 6 s 

— 2 a B i b 0 b 1 b 3 

Æg 2 MA 

- 6 « 3 2 V 

+ 9 a 3 2 fc 0 V 

-603*64*63 

-203*64*63 



X 2 

xy 



— «0 6 oV 

— Sa ^ b ^ 

+'3a 0 6 1 b 2 fc 4 

2^^ & 3 & 4 

H - ^0 ^2 ^3 ^4 

-2a 0 &iV 

+ 9o 0 V6 4 

- 6a 0 6 3 3 

+ 6 a t 6 0 6 3 2 

— 6a 0 6 2 6 3 2 

+ 2a 1 6 0 6 4 2 

-GajVb, 

+ 8a 1 i» 0 6 s 6 4 

+ 4a 1 b 1 l> 3 fc 4 

+ 6a a 6 0 6 1 6 4 

— 24a 1 6 1 6 2 6 4 

— 18aj6 2 2 & 4 

— 18« 2 6 0 6 2 6 3 

+ 

+ 

+ 12 

- 18a 2 6 0 6 3 2 

— 60260^64 

-2« 3 6 0 2 6 4 

+ 18a 2 V6 4 

+ 

“ 4 VW> 3 

- 8 a 3 b n b l b i 

— ^«jjfcj&j, 2 

+ 18a 3 6 0 6 2 2 

+ 24a 3 6 0 6 2 6 3 

+ 6a s ö 0 V 

— 12a g 6 1 2 6 2 

1 — 

-6a 3 6 1 2 6 4 

+ 3a 4 6 0 2 6 3 

! +« 4 V^4 

+ «4606x64 

— 9^60^62 

+ 2a 4 & 0 fc 1 ö 3 

— 3a 4 6 0 6 2 6 3 

+ 6« 4 &i 8 

— 9a 4 6 0 6 2 2 

+ 2a 4 6 1 2 6 3 


! +6^4&i 2 ^2 
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Anhang. 


Nr. 17. 

9>- 

q> = a 0 x 4 + 4 a t x a y + 6 a^y 3 + 4 a 3 x^ + a 4 y*. 

Nr. 18. 

. Ÿ* 

tf> = b 0 x 4 + 4\x 3 y + 66 2 £ 2 y 2 + 4b s xy s + b 4 y 4 . 

Nr. 19. 

A. 

«l 2 )* 4 + 2 («0«3 — a \ a ï) X% y + («0«4 + 2 «1 «3 — 3rt 2 2 )*V + 
+ 2 («ja 4 — a 2 o 8 ) «y* + (a 2 o 4 — a 3 2 ) y 4 . 

Nr. 20. 

A'. 

- b*)x 4 + 2 (6 0 6 s - \b 3 )x*y + (b n \ + 2\b :i - 3 6,*)*V + 

+ 2 (6 4 6 4 - 6 2 6 s >y 3 + (6 2 6 4 - W- 

Nr. 21. 
m(<Pi *) 2 - 


0?y 


x ï y i 


+ a (A 

+ 2o 0 6 3 

+ a 0^4 

+ 2 o x i> 4 

+ ö 2 i>4 

— 2 b ± 

— 2oj6j 

+ 2 & 3 

— 2a 2 b 3 

, — 2 a., b 

O < 

+ «2^0 

— 2 a 2 6 X 

~ 6a 2 6 2 

— 2 a 3 b 3 

+ «4&2 


+ 2o s & 0 

-f* 2^3^ 

+ 2o 4 6 x 



I + «4^0 
Nr. 22. 

Ä(9, jy. 


X 4 

o?y 

x * y % 

xf 

f 

+ a 0 b 0 b 4 

. 

+ 6a 0 6j6 4 

+ 6a 0 6 2 6 4 

1 

4 * 12 ^ 1^4 

+ 6o 2 6 2 6 4 

+ 2 a n b 1 b 3 

— 6 a 0 b 2 b 3 j 

-6a 0 & s 2 

— 12aj 6,, 2 

— 6o 2 6 3 2 

- 3 a 0 b 3 * 

- 2 «i&<A 

+ 6a 1 b 1 6 4 

— 6 a 3 b 1 b i : 

- 6o 8 6 t 6 4 

- 

— 4 a 1 6 1 6 ä 

— & a t b 3 b 3 

+ 6036303 

+ 6036363 

"f 6 

+ 6ÖJ&2 2 

6 Ctg bfy b ^ 

2 O3 6q 64 ! 

+ o 4 6 0 6 4 

+ 6a 2 & 0 & 2 

■ 

-1202&1&3 

— 4 o 8 6 1 6 , 

+ 2 o 4 6 1 6 3 

— ÖOg&j* 

+ 6 03 6 X 6 8 

+ 180jj&g 2 

+ 6ög 

— 3 o 4 6 2 2 


+ 1 2 a 3 Z> 0 î> 2 

+ Ga 3 b 0 b s 

+ 6 o 3 6 0 6 8 



- 12«^* 

! 

— 6a 3 & 1 6 2 

+ 6 o 4 & 0 6 2 \ 

- 6 o 4 6 1 2 

— 6 o 4 6 1 6 2 i 

1 

i 

1 

f 

» 
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Nr. 23. 2 ‘ 4 (ip, Jf. 


ar 4 

3 

3 *y 

x 2 y 2 

3 

xy ö 


+ 6o 0 o 2 ü> 2 

+ 12a 0 «r 2 6 s 

+ 6a 0 O3 6 4 

+ 6o 0 o 8 6 4 

+ «0 a 4 &4 

6 îSq a 3 

6ö()^3^2 

+ 6o 0 a 3 6 8 

— 2« 0 o 4 6 8 

+ 2ox0 3 6 4 

+ «o«A 

— 2a 0 a 4 fc 1 

— 6o 0 a 4 6 2 

— 6a, a 2 & 4 

— 6aj0 4 63 

— 6 a! 2 & 2 

— 12a! 2 & 3 

— 6a 4 *6 4 

— 4 a, a s b R 

— 3 Og 2 & 4 

+ 6^02^ 

+60x0362 

— 60x0,63 

— 6 a, a 4 & 9 

+ 6 a 2 o 3 6 3 

+ 2a 1 a s 6 0 

— 4 a, a 3 fc, 

— 12a! a 8 fc 2 

+ 6a, 2 6 3 

+ 6a g a 4 6 2 

— Sa 2 * b 0 

+ 6aja 4 6 0 

+ 6a!a 4 &! 

+ 6o 2 a s 6 2 

— 6o 3 *6 2 


+ 6 a 2 2 

+ 18a 2 2 & 2 

~|~ 12a 2 a 4 ^! 



6a 2 a 3 

— 6a 2 a s &x 

+ 6a 2 o 4 6 0 

— 6o 8 *6 0 

— 12a 3 2 &! 



Nr. 24. ^7 = i{J,^' + /' 2 ^ + ^.(Nr.7) + ç>.(Nr.8)- 

- (Nr. 6) (Nr. 21) +{Nr. 9)* } . 


aA 

3» y 

x 2 y 2 

xy» 


■ 4 ~ ^0^2 ^0.^4 

+ 6 o 0 o 2 6 x 6 4 

+ 6 a 0 0,6,64 

+ 6a 0 Og6 2 6 4 

+«0046,64 

* 4 " ^ ^2 ^1 ^3 

-60002626g 

— 6 a 0 o 2 6 3 2 

- 6a 0 a 3 6 3 2 

- o 0 a 4 6g 2 

— 3 o 0 a 2 6 2 2 

a 0 a 3 5 0 Z >4 

+ 3 o 0 o 3 6 x 6 4 

-* 0«4 &1 & 4 

+ 2a 1 a^b 2 b A 

3 a 0 a 3 & 0 & 3 

-2a 0 o 3 6x6 3 


+ o 0 o 4 6 2 6g 

— 2oiOg6 s 2 

+ 3 o 0 a 3 6 x 6 2 

+ 3 a 0 a 3 & 2 ? 

-«o a 4 6«6 4 

— öa^Og&g^ 

— 3 oj 0 4 6 x 6 4 

+ « 0 « 4 & 0 b 2 

— o 0 o 4 6 0 6 3 

- 2o 0 o 4 6x6 3 

+ 6a!a 2 & 3 2 

+ 3 a x a 4 & 2 & 8 

-o 0 o 4 6x 2 

+ a 0 a 4 6x6 2 

*4“ 3 a 0 a 4 & 2 2 

-2ox0 3 6x6 4 

— 3 o, 2 63 6 4 

-Ox*6 0 6 4 

-6oj*6x6 4 

— 6a! 2 fc 2 & 4 

+ 20x036,63 

+ 3 a 2 2 & 3 2 

-2ox 2 6x6 3 

+ 6oi 2 6 2 6 s 

+ 6ox 2 6 3 2 

— Oj a 4 6 n 6 4 

+ 3 a 2 0g6x6 4 

+ 3 a! 2 & 2 2 

-j- a! a 2 &q 6 4 

— 3 aj a 2 &!& 4 

— 2a l a±b 1 & 3 

— 3 a 2 a 3 & 2 & 3 

+ 3 oxO 2 6 0 6 3 

+2010,6x63 

+ 3 a, a 2 b 2 b. A 

+ 3 a x a A b 2 2 

+ 0,046064 

3 a, a 2 &, ^ 2 

— 3 oia 2 6 2 2 

--2oxO 3 6 0 6 4 

+ 3 « 2 2 6 x 6 4 

+ 2o,o 4 6j6g 

+ 2oxO 3 6 0 6 2 

— 2«j a 3 6 0 6 3 

- 4 «x «36x6g 

— 3 o 2 2 6 2 6 3 

— 3 a 2 a 4 & 2 2 

— 2a!a 3 fc! 2 

+ 2oj «36x63 

+ 6a!a 3 fc 2 2 

+ «2«s6 0 6 4 

- O3 2 6 0 6 4 

— 3 a 2 * 6 0 6 2 

+ 6a 1 a 4 6 n 6 g 

+ 3 oiO 4 6 0 6 g 

+ 2o 2 Og6i6 3 

-2og 2 6x6g 

+ 3 o 2 2 6 x 2 

— ôa^fc, 2 

— 3 a!a 4 &!& 2 

— 3 a 2 a^b 2 

+ 3 «;| 2 6 , 2 


+ 3 o 2 2 6 0 6 3 

+ 3 a 2 2 6 0 6 4 

-f* 6a 2 a 4 & 0 & 3 



- 3 o 2 2 6 x 6 2 

+ 6a 2 2 &!& 3 

— 6«20 4 6x63 



— 6o 2 o 3 6 0 62 

— 9 a, 2 6, 2 

-6og 2 6 0 6g 



+ 6rt2« 3 6x 2 

3 a 2 a, & 3 
+ 3 a 2 a 3 &!& 2 
+ Ga 2 n À b a b 2 

* 4 “ 6 a., 2 &! fc 2 

% 




— 6o 2 o 4 6j 2 

— 6ag 2 6 0 6 2 

+ 6a s 2 61 2 




Fa& de Bruno, Theorie der binären Formen. 24 
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Nr. 25. 

'8 (SPi = ^ 


x ß 

x b y 

xtt / 2 

x*y % 

x 2 y* 

xy b 

1 

t 

+ V «8 

+ «O 8 «4 

+ 5a 0 a,a 4 

— 10a 0 a 3 2 

— 5a 0 a 8 a 4 

- «0«4 8 

— a,a 4 2 

— 3a 0 « 1 a 2 

+ 2a 0 a 1 a s 

— 15a 0 a 2 « 3 

+ lOfe, 2 ^ 

+ 

— 2« 1 a 3 a 4 

+ 3 a., 2 a 3 «, 

+ 2«i 8 

— 9a 0 a 2 2 
+ 6 a, 2 a 2 

-f 10 a A 2 a 3 

• 

— 10 a x a 2 

+ 9a 2 2 a 4 
— 6a 2 a 3 2 

-2a 8 3 


I 



Nr. 26. 


# 6 

f 

x b y 

x*y 2 x s y b 

x 2 y A 

R « 

xy b 

• 

f 

1 

+ V h 

+ h*\ 

+ 56 0 6,6 4 - 106 0 6 3 2 

- 5&0&S&4 

- *>0 V 

-w 

— 36 0 6,6 2 

+ 26 0 6,6 3 

— 156 0 6 2 6 8 + 106/6 4 

+ 156,6 2 6 4 

-26,6,6, 

+ 36 2 6 8 6 4 

+ 26/ 

1 

i 

— 96 n 6 2 2 
+ 66/6 2 

+ 106, 2 6 3 

- 106,6/ 

+ 96 2 2 6 4 
— 66 2 6 8 2 

-26/ 

J 

» 


I 



x 5 y 

x^y 2 

X Zy3 

X 2 if 

xy b 

y 6 


Nr. 27. 
t(9>> ^')- 


+ «<A ft 8 

-%\b 2 

2ß, 6 0 6 2 
+ 2^,6/ 


+ a # ft 0 &4 

+ 2a 0 Ms 

— 3 a 0 & 2 2 

— 6a 2 6 0 6 2 


+ 2a 0 6 2 6 4 + 6a,6 2 6 4 ! +6a 2 6 2 6 4 + 2a 8 6 2 6 4 
— 3a 0 6 2 6 8 — 2a 0 6 s 2 — 6a,6 8 2 j— 6a 2 6 8 2 — 2a 8 6 8 2 


2« 0 V 


a 4 6 l 6 4 


+ 2a 1 fe 0 6 4 + 8«! b l b i + 6 « 2 \ 6 4 — a 4 6 0 6 4 
+ 4a 1 6 1 6 s — 8a 1 6 2 î» 8 — 6a 2 6 2 6 8 — 2 a 4 6 t 6 8 + « 4 6 2 6 8 


+ 6a 2 6 x 2 — 6a,6 2 2 — 8a 3 6 0 6 s — 2a 3 6 0 6 4 + 3a 4 6 s 

— 6 a 2 6 0 6 3 + 8a 3 6,6 2 — 4a 8 6 1 6 8 

+ Ga 2 & 1 & 2 — 2a 4 6 0 6 2 + 6a 3 6 2 2 


— 6a 8 6 0 6 2! + 2a 4 6, 2 

+ 6a 3 6, 2 


3« 4 6 0 6 3 
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Nr. 28 . 

8 (V 1 ) ^0* 


# 6 

x b y 

tfff 

x*y* 

x 2 y* 

xy b 

y® 

— 2fl 0 a a & 1 

6a 0 a 2 Z>g 

— 6«o a 2 fc S 

— 2 a 0 a 2 &4 

3 öQfl(jö^ 

- % a A 

~ a i a ih 

+ « 0 « 3^0 

+ «o« 4 6 0 

— 6rt 0 a, 1 6 2 

- 8a 0 a s & s 

- 2 «o« 4 6 s 

— 2a 1 «g& 4 

+ « 2 Ö 3^4 

-f 2a 1 2 2> 1 ‘ 

+ 6 a x 2 & 2 

+ 2a 0 a 4 & 1 

+ 2a x 2 6 4 

+ 3 a 1 02 ?> 4 

+ 3 a 2 2 & 4 

+ 20g «463 

^'1 % 

+ 2a 1 a 3 î> 0 

+ 6« 1 2 6 8 

+ 8a 1 a2& 3 

- 4 «i«s 6 s 

+ 6a2« 4 &2 

-2a*b s 


— 3 « 2 2 &o 

+ 6^0^62 

+ 8a x a 4 6 x 

+ 6a x a 4 6 2 

— 6a g 2 i>2 




+ 4 

— Ha 2 a s \ 

+ 6 «g* 63 





+ 3 a x a 4 6 0 

+ 2a i a 4 b 0 

— 6a2« s î>2 


- 



— &a 2 \ 


+ 6a2« 4 6i 





3 ö 2 ® 3 ^o 


— Öög 2 ^ 




Nr. 29 . 


X 6 

xPy 

■ a^y* 

X SyS 

x 2 y 4 

xy b 

y 6 

+ a (A 

+ 3 a 0 fc 2 

+ 3a 0 fc 3 

+ <*oK 

+ 3 a x 6 4 

+ 3 « 2 & 4 

+«364 

-«A 

3 a 2 Z>0 

+ 6flj&2 

+ 8 

+ 6o2& 8 

— 3 a 4 6 2 

-«4 b 8 



— 6a 2 & x 

— 8a gfcj 

— 6a 3 62 




• 

- 3 a s 6 0 

- «4 b o 

— 3 a 4 6 x - 

• 

• 
















{ <p . (Nr. 10) + i > . (Nr. 11) - (Nr. 6) (Nr. 29) + (Nr. 9) (Nr. 21) } . 
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Verzeichnis der Arbeiten, 

die sich auf die in diesem Buche behandelten einleitenden Materien 
und auf die Theorie der binären Formen beziehen. 


I. Verzeichnis der Arbeiten, die sich auf die Theorie der 
symmetrischen Funktionen beziehen. 

In Betracht kommen nächst Newton: 

1. Waring, Mise, analyt. 1762 (zu Anfang) und Medit. algebr. 1770, pag. 226. 

2. Vandermonde, Hist, de l’Acad. de Paris 1771. 

3. Lacroix, Compl. d’algèbre 1800 giebt guten Bericht über das bis dahin in 
dieser Materie Geleistete. 

4. Meier Hirsch, 1809, der zuerst Tabellen publiziert hat. 

*6. Die ersten strengen Beweise hat Gauss gegeben 1816: Demonstratio nova 
altera. Werke 3. Bd. 

6. Cauchy, Exerc. de Math. 1826. 

Von neueren Arbeiten sind zu erwähnen: 

*7. Cayley, Phil. Mag. 1853. 

*8. Sylvester, On Mr. Cayley’ s impromptu démonstration of the rule for deter- 
mining at sight the degree of any symmetrical function of the roots of an 
équation expressed in terms of the coefficients. Phil. Mag. 1853. 

9. Brioschi, Sülle funzioni simmetriche delle radici di un’ equazione. Annali 
di Tortolini, Bd. 6, 1864. 

10. Faà di Bruno, Sülle funzione simmetriche delle radici di un’ equazione. 
Annali di Tortolini 1855; sowie eine weitere Note in demselben Band: Sulla 
detenfiinazione d’una funzione simmetrica delle radici di un’ equazione. 
Ferner: Comptes rendus Bd. 76, 1873. Sur les fonctions symétriques. 

*11. Borchardt, Bestimmung der symmetrischen Verbindungen vermittelst ihrer 
erzeugenden Funktion. Crelle Journal 53, pag. 193. Dazu Note von Betti, 
Crelle Journal 54. Entwicklungen hierzu in neuester Zeit von Kostka, Crelle 
Journal 81 nnd 82. 

*12. Cayley, On the Symmetrie functions of the roots of an équation (mit Tafeln). 
Philo8ophical Transactions Bd. 147, 1857. 

13. Roberts, On some Symmetrie functions of the roots of algebraic équations. 
Quarterly Journal Bd. 4, 1861. 

n. Verzeichnis der Arbeiten, die sich auf die Theorie der 

Elimination beziehen. 

Ausser den älteren Arbeiten: 

Euler, 1748, Mém. de l’Académie de Berlin, mittelst der symmetrischen 
Funktionen; 1764, Mém. de l’Académie de Berlin, Zurückfährung auf 
lineare Gleichungen; 
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Bézout, 1764, Mém. de l’ Académie de Paris, Zurückführung auf lineare 
Gleichungen und Bestimmung des Grades der Resultante; 

Lagrange, 1770, Mém. de l’Académie de Berlin, Bedingungen für mehrere 
gemeinsame Wurzeln; 

*Jacobi, De eliminatione variabilis e duabus aequationibus algebraicis. 
Grelle Journal 16 (1836); 

von neueren Arbeiten: 

*1. Sylvester, On élimination. Philos. Magazine 1841. (Dialytische Methode.) 
*2. Hesse, Über die Bildung der Endgleichung, welche durch Elimination einer 
Variabein aus zwei algebraischen Gleichungen hervorgeht, und die Bestim- 
mung ihres Grades. Crelle Journal 27 (1843). 

*2\ Hesse, Über die Elimination der Variabein aus drei algebraischen Gleich- 
ungen des zweiten Grades mit zwei Variabein. Crelle Journal Bd. 28 (1844). 

3. Sylvester, On élimination and transformation. Cambridge and Dublin 
mathemat. Journal. Bd. 6, 8, 1851, 1853. Fall mehrerer gemeinsamer Wurzeln. 

3 ft . Sylvester, Extension of the dialytic method of élimination. Philos. 
Magazine 1851. 

3 b . Sylvester, Über Diskriminanten. Cambridge and Dublin mathemat. Journal 
6, 1851. Über den gemeinsamen Faktor. Philos. Transact. 1853. 

4. Schläfli, Über die Resultante u. s. w. Abhandlungen der Wiener Akademie. 
Bd. 4. 1862. 

*6. Cayley, Sur la méthode d’élimination de Bézout. Crelle Journal 63 (1866) 
und Philos. Transact. 1857 und 1868. 

6. Brioschi, Sur une nouvelle propriété du Résultant de deux équations algé- 
briques. Crelle Journal 58 (1866). Note hierzu von Faà di Bruno, Crelle 
Journal 64. Vergl. § 25 des vorliegenden Buches. 

*7. Bal t z er, Theorie und Anwendung der Determinanten. Leipzig bei Hirzel. 
1857. Vierte Auflage. 1876. 

8. Faà di Bruno, Théorie générale de l’élimination. Paris, chez Gauthier 
Villars. 

9. Gor dan, Über den grössten gemeinsamen Faktor. Math. Annalen, Bd. 7 (1873). 

10. Darboux, Lemonnier, Mansion. Bezüglich im Bull, de la société mathém. 

et a8tronom. 10 und 12 (1876 und 1877); Annales de l’École Normale supér. 
Bd. 7 (1878); Académie Royale de Belgique, Bull, von 1878 und 1879: Be- 
weise für die notwendigen und hinreichenden Bedingungen für mehrere ge- 
meinsame Wurzeln. Vergl. § 5 dieses Buches. 

UE. Verzeichnis der Arbeiten, die sich auf die Theorie 

der binären Formen beziehen. 

*1. Boole, Exposition of a general theory of linear transformations. Cambridge 
mathemat. Journal (old séries). Bd. 3, 1841. Diskriminanten als Invarianten; 
Invarianten zweier Fermen. 

*2. Cayley, On linear transformations. Cambridge mathemat. Journal (old sériés), 
Bd. 4, 1844. Invariante J 2 der biquadratischen Form. 

8. Boole, On linear transformations. Ibid. Bd. 4, 1844. Invariante J 8 und Dis- 
kriminante der biquadratischen Form. 
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*4. Cayley, Mémoire sur les hyperdéterminants. Crelle Journal 30 (1845). Sym- 
bolische Methode. Dazu Noten in Crelle Journal 34 und 42. 

4*. Cayley, Cambridge and Dublin mathemat. Journal Bd. 1 (1846). 

*6. Hesse, Zunächst die wichtige Abhandlung: Über die Elimination der 
Variabein u. s. w., Crelle Journal 28 (1844), in welcher die sogenannte 
Hessesche Determinante auftritt. Ferner yon demselben: 

5 A . Transformation einer beliebigen homogenen Funktion dritten Grades von 
zwei Variabein, durch lineare Substitution neuer Variabein, in eine Form, 
welche nur die dritten Potenzen der neuen Variabein enthält. Crelle Journal 38 
und: 

6 b . Transformation einer beliebig gegebenen homogenen Funktion vierten Grades 
von zwei Variabein durch lineare Substitution neuer Variabein, in die Form, 
welche nur die geraden Potenzen der neuen Variabein enthält. Crelle Journal 41. 

6. Aronhold, Zur Theorie der homogenen Funktionen dritten Grades von drei 
Veränderlichen. Crelle Journal Bd. 39 (1849). Die beiden Invarianten dieser 
Formen. 

*7. Sylvester, On the calculus of forms, otherwise the theory of invariants. 
Cambridge and Dublin mathemat. Journal Bd. 6 bis 9 (1851 — 1854). Prozesse 
der Invariantenbildung enthaltend. 

*8. Sylvester, On a remarkable discovery in the theory of canonical forms and 
of hyperdeterminants. Philos. Magazine 1851; auch selbständig erschienen 
unter dem Titel: Essay on canonical forms, London 1851; ferner Philos. 
Transact. 1864. 

9. Cayley, Recherches sur les covariants. Crelle Journal Bd. 47. (Partielle 
Differentialgleichungen.) 

*10. Hermite, Sur la théorie des fonctions homogenes à deux indéterminées. 
Cambridge and Dublin mathemat. Journal Bd. 9, 1854. (Reciprocitätsgesetz 
und kanonische Form für die Form fünfter Ordnung.) Ferner in Crelle Journal 62. 
**ll.Cayley, Zehn Memoirs upon Quantics in den Philos. Transact. 
Von 1854 an bis 1861 erschienen sieben Memoirs, nämlich: a) Introductory 
Memoir, Bd. 144 (1864); b) Second Memoir, Bd. 146 (1856); c) Third Memoir, 
Bd. 146 (1866); d) Fourth Memoir, Bd. 148 (1868); e) Fifth Memoir, Bd. 148 
(1868); f) Sixth Memoir, Bd. 149 (1869); g) Seventh Memoir, Bd. 161 (1861); 
das achte Memoir erschien 1867 (Bd. 167), das neunte 1871 (Bd. 161), das 
zehnte 1878 (Bd. 169). Die Cayleyschen Memoirs umfassen im wesentlichen 
die ganze Theorie der Invarianten und Kovarianten. Besonders das zweite 
Memoir (1856), das von der Definition durch partielle Differentialgleichungen 
ausgeht und die Abzählungen mit Hilfe der „erzeugenden Funktion u 
giebt, ist die Grundlage der neuesten Arbeiten von Sylvester (siehe unten) 
und des neunten und zehnten Memoirs von Cayley geworden. Die niedrig- 
sten binären Formen sind besonders im vierten und fünften Memoir behandelt, 
die geometrischen Anwendungen im sechsten Memoir. 

Daran anschliessend: 

12. Salmon, Exercises in the hyperdeterminant Calculus. Cambridge and Dublin 
mathemat. Journal Bd. 9 (1864). 

13. Brio sc hi, Sulla teorica degli invarianti. Annali di Tortolini, Bd. 5 (1864). 
(Partielle Differentialgleichungen für die Invarianten als Funktionen der W urzeln). 
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• 

13*. Brioschi, Ricerche sulle forme binarie. Ibid. Bd. 7 (1866) und weitere Ar- 
beiten in demselben Bande über Diskriminante , Reciprocitätsprincip u. s. w. ; 
auch in Grelle Journal 63. 

*13 b . Brioschi, Monografia dei Govarianti. Annali di Matematica Bd. 1, 2, 4 
(1868 — 1860). Ferner Arbeiten von Combescure, Liouville Journal Bd. 20 
(1865), Faà di Briino, Annali di Tortolini (1866), Quarterly Journal Bd. 1 
(1867): Über die Form fünfter Ordnung; Betti, Über kanonische Formen, 
Kovarianten, Kombinanten. Annali di Tortolini Bd. 7 (1866), Annali di Ma- 
tematica 1. Ser. Bd. 1 (1868). 

14. Cayley, Researches on the partition of numbers in Quarterly Journal 1866, 
auf das zweite seiner Memoirs bezüglich ; ferner in Philos. Transact. Bd. 146 
(1866) und Bd. 148 (1868). Dazu Sylvester in Quarterly Journal 1866; 
Brioschi und Sylvester in Annali di Tortolini Bd. 8 (1867); Bellavitis 
in Annali di Matematica Bd. 2 (1869); neuerdings Faà di Bruno in Grelle 
Journal 86 und Mathem. Annalen 14. 

16. Aronhold, Bemerkung über die Auflösung der biquadratischen Gleichungen. 
Grelle Journal Bd. 62. 

*16. Cayley, Forme canonique des fonctions binaires. Crelle Journal 54 (1867). 

An Sylvester (vergl. Nr. *8) anschliessend. 

*17. Aronhold, Theorie der homogenen Funktionen dritten Grades von drei 
Veränderlichen. Crelle Journal 56. 

18. Salmon, Lessons introductory to the modern higher algebra. Dublin 1869. 
Dritte Auflage 1876. Deutsch bearbeitet unter dem Titel: Vorlesungen zur 
Einführung in die Algebra der linearen Transformationen von Fiedler, 
Leipzig 1863. Dazu Fiedler, Theorie der binären Formen, Leipzig 1862. 

19. Hermite, Sur l'invariant du dix -huitième degré des formes du cinquième 
degré etc. Crelle Journal 69. 

20. Roberts, M., Sur les covariants des formes binaires du cinquième degré. 
Annali di Matematica Bd. 3 (1861). 

20*. Roberts, M., On the covariants of a binary quantic of the n ih degree. 
Quarterly Journal Bd. 4 (1861). (Definition der Kovariante durch ihr erstes 
Glied.) 

*21. Glebsch, Über eine symbolische Darstellung algebraischer Formen. Grelle 
Journal Bd. 59 (1861). In der symbolischen Darstellung an Aronhold, Grelle 
Journal 55 (vergl. *17) anschliessend und dieselbe zur Definition der Invarianten 
benutzend. 

22. Aronhold, Über eine fundamentale Begründung der Invariantentheorie. 
Grelle Journal Bd. 62. Dazu: 

22*. Glebsch, Über die simultane Integration linearer partieller Differential- 
gleichungen. Grelle Journaal 65. 

Christoffel, Beweis des Fundamentalsatzes der Invariantentheorie. Grelle 
Journal Bd. 6<*. 

Aronhold, Grelle Journal 69. 

Gram, Sur quelques théorèmes fondamentaux de l'algèbre moderne. Math. 
Annalen Bd. 7 (1873). 

Veitmann, Beitrag zu den Grundlagen der Invariantentheorie. Zeitschrift 
für Mathematik und Physik Bd. 22. 
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28. Clebsch, Elimination ftus zwei Gleichungen dritten Grades. Crelle Journal 
Bd. 64 (1864). 

28*. Clebsch. Simultane binäre kubische Formen. Crelle Journal 67. 

28 b . Clebsch, Zur Theorie der binären Formen vierten Grades. Crelle Journal 67. 
28*. Clebsch, Simultanes Formensystem einer quadratischen und einer kubischen 
binären Form. Crelle Journal 68 (1867). 

24. Clebsch und Gordan, Sulla rappresentazione tipica delle forme binarie. 
Annal i di Matematica Ser. 2 , Bd. 1 (1867). 

An diese Arbeit von Clebsch und Gordan anschliessend: 

24*. Bessel, Über die Invarianten der einfachsten Systeme simultaner binärer 
Formen. Math. Annalen Bd. 1 (1869). 

Harbordt, Simultanes System einer biquadratischen und einer quadratischen 
binären Form. Math. Annalen Bd. 1. 

*25. Gordan, Das System der Kovarianten und Invarianten binärer Formen etc. 
Crelle Journal 69. (Beweis der Endlichkeit des Systems.) 

26. Clebsch, Zur Theorie der binären Formen sechster Ordnung und zur Drei- 
teilung der hyperelliptischen Funktionen. Abhandlungen der Göttinger Ge- 
sellschaft der Wissenschaften XIV (1869). Übersetzung mit Anmerkungen 
Brioschis in den Annali di Matematica; Auszug in den Math. Annalen Bd. 2. 

27. Gordan, Über die Invarianten binärer Formen bei höheren Transformationen. 
Crelle Journal 71. 

28. Clebsch, Über die partiellen Differentialgleichungen, welchen die absoluten 
Invarianten binärer Formen bei höheren Transformationen genügen. Ab- 
handlungen der Göttinger Gesellschaft der Wissenschaften XV, 1870. 

29. Clebsch, Über die Möglichkeit, zwei gegebene binäre Formen linear in 
einander zu transformieren. Math. Annalen 2. 

80. Gordan, Die simultanen Systeme binärer Formen. Math. Annalen 2. 

81. Clebsch, Über die Bedeutung einer simultanen Invariante einer binären 
quadratischen und einer binären biquadratischen Form. Math. Annalen 8. 
Zur Theorie der binären algebraischen Formen. Ibid. 8. 

32. Cayley, Zwei Noten in den Math. Annalen 3 und 4. 

33. Gund eifinger, Bemerkung zur Auflösung der kubischen Gleichungen. Math. 
Annalen 3. Über binäre Formen. Crelle Journal 74. 

84. Gordan, Über die Bildung der Résultante zweier Gleichungen. Math. 

Annalen 3. Von demselben: 

34*. Resultanten von Kovarianten. Ibid. 4. 

34 b . Über Kombinanten. Ibid. 5. 

34*. Über die simultanen Invarianten binärer Formen. Ibid. 5 (1872). 
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47 b . Sylvester, Tables of the generating functions and groundforms for the 
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variabili. Battaglini Journal Bd. 17 (1879). 
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Anmerkung. Die Bezeic hnu ng durch einen Stern bezieht sich auf die wichtigeren oder die 
in diesem Buche besonders benutzten Arbeiten. 
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»2 Verbesserungen. 

K 

Seite 13 Zeile 19 v. o. anstatt Za^cc^cc^ lies Za x 2 a 3 . 

„ 28 in Formel 34) ist + 1 zu streichen. 

„ 46 Zeile 2 v. u. anstatt den lies der. 

k # 

„ 48 „ 11 v. o. „ a 0 * lies a 0 4 . 

1 „ 48 „ 3 v. u. „ denn lies aber. 

„ 106 „ 6 v. o. „ nun lies nur. 

„ 116 „ 8 v. o. „ am Schlüsse lies in Nr. 10. 

„ 134 „ 6 v. u. „ — ( a o a i— a i*) lies —4(^0* — a^). 

„ 136 „ 9 v. u. „ A lies B. 

„ 136 „ 8 v. u. „ „und A . . . Gleichung“ lies „und B numerische Koef- 

ficienten sind, deren linear unabhängige Bestimmungs- 
weisen gleich der Anzahl A der Lösungen dieser 
Gleichung sind“. 

» 142 * 6 v. o. „ lies 

„ 166 „ 3 v. o. sind die beiden Faktoren 3 zu streichen. 

„ 167 „ 13 v. u. ist der Faktor 2 bei 2 (a 0 a b — . . .) zu streichen. 

„ 204 „ 11 v. o. im Eoefficienten von y 2 lies — 3a 2 6 s anstatt +3a 2 6 3 . 

„ 208 „ 13 v. u. anstatt (<p, ip) = &= lies J (qp, y) = # = 

„ 266. Die Tabelle der A% stimmt mit den Tafeln am Schlüsse des Werkes, 
wenn man dort — J s , —Tu für e7g, J 12 setzt. 

„ 267. Formel 22) lies — [t, i\ anstatt [♦,»]. 
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